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Chapitre 15. Fonctions réelles d'une variable
réelle 11 - Calcul intégral (sur un segment)

Ce chapitre est la premiére partie d'un dytique consacré au calcul des intégrales, qui apparaissent
dans divers problémes que nous pourrons rencontrer comme le calcul de 'aire d'une surface du
plan ou la modélisation d'une expérience aléatoire par une loi de probabilité a densité. La notion
d’intégrale d'une fonction est liée & celle de primitive, que nous rappelons, en fournissant un
formulaire, en préambule du chapitre.

1 Préliminaires: rappels sur les primitives

Définition 1. On dit que la fonction F' est une primitive de la fonction f sur l'intervalle I si F
est dériwable sur I et si, pour tout x € I,

Ezxemple.

(1) La fonction F': z — x—; + 2z est un primitive de la fonction f : x — 2% + 2 sur R.

(2) La fonction logarithme népérien F' : x + Inx est une primitive de la fonction f : x +— %
sur |0, +o0.

(3) La fonction F': x — € 4+ bz — 7 est une primitive de la fonction f : z +— e* + 5 sur R.

Théoréme 1 (Existence de primitives d’une fonction continue sur un intervalle).
Toute fonction f continue sur un intervalle I posséde au moins une primitive F sur I.

1 (Ce théoréeme peut-étre prolongé. En effet, il est également possible de montrer que toute
fonction continue par morceaux sur un intervalle I, admet au moins une primitive.

Proposition 1 (Primitives d’une fonction continue sur I).
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
e Si F' est une primitive de f sur I alors I’ensemble des primitives de f sur I est I’ensemble
des fonctions de la forme

x— F(x)+k ol ke R.

e Soient a et b deux nombres réels. Alors, il existe une unique primitive F' de f telle que

F(a) =b.

Pour dresser un formulaire des primitives des fonctions usuelles, il suffit de prendre le catalogue
des dérivées et de le lire a 'envers. Dans le tableau suivant, ¢ désigne une constante arbitraire
(appelée constante d’intégration).



2 Chapitre 15. Calcul Intégral (sur un segment)

Fonction Sur l'intervalle | Primitives
1 R T T+c
T R T % +c
z+— 2" (n €N) R x»—>f:11+c
r— 2% (a e R\ {-1}) | R% —rvT 4 e
T 1 R x— In(z) + ¢
x e R r—=et+c

1 Bien str, si on a besoin d’une seule primitive, on peut choisir arbitrairement la constante
d’intégration c¢. En général on choisit ¢ = 0, pour simplifier les calculs.

Exercice 1. Déterminer une fonction G, définie sur R*, dérivable sur R et R*, telle que, G(1) = 3,

1
G(—2) =1 et, pour tout z € R*, G'(z) = —;.
T

Proposition 2. Soient [ un intervalle, f : I — R une fonction continue et F}, F5 deux primitives
de f sur I. Alors, pour tous a,b € I, Fy(b) — Fy(a) = F5(b) — Fy(a).

2 Intégrale sur un segment - Généralités

2.1 Intégrale d’une fonction positive - Aire sous la courbe

Définition 2. Soit f : I — R une fonction
continue et positive (i.e. f(x) > 0 pour tout
x € 1). Soient a,b € I avec a < b. On définit
l'intégrale de f entre a et b, que 'on note

/a )

comme ['aire de la surface délimitée par les
droites d’équation x = a, x = b, l’axe des ab-
scisses et la courbe de f.

Remarque 1. Dans 'expression qui définit l'intégrale, x est une variable muette. Cela signifie
qu’on peut la remplacer sans aucun probléme par une autre lettre. On peut écrire par exemple

/abf(x) do = /abf(t) dt.

Si a > b, on donne un sens a l'intégrale en posant

/a ’ F()dt = — /b " F@dt.

1 La définition de I'intégrale assure notamment que / f(t)dt = 0.
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Si f est continue mais pas nécessairement positive, on peut alors ’écrire comme différence de
deux fonctions positives (correspondant aux parties positives et négatives de la fonction)

f=r—rf

et l'intégrale de f est alors la différence des intégrales de f* et f~. Il découle immédiatement et
simplement de cette définition de l'intégrale des propriétés cruciales.

Proposition 3 (Relation de Chasles). Soient I un intervalle, f : I — R une fonction continue, et

a,b,c € 1. Alors,
/acf(x)dx:/abf(x)dx—l—/bcf(x)dx

Si la définition est simple & comprendre, le calcul explicite de I'intégrale parait cependant com-
pliqué. Néanmoins, on observe facilement le fait suivant dont la généralisation permet de calculer
I'intégrale & partir d'une primitive.

Proposition 4. Soit f : [a;b] — R une fonction continue, monotone et positive. Alors, la fonction

F définie sur [a;b] par
0= [ s

est dérivable sur |a, b[ et, pour tout x €la, b, F'(x) = f(z).

La preuve, faite en classe, est trés instructive et utilise un encadrement de I'intégrale par ’aire
de rectangles et la continuité de f. Ce résultat se généralise a toute fonction continue, mais la
preuve est ici admise.

2.2 Intégrale d’une fonction continue et primitives

Théoréme 2. Soient I un intervalle et f: I — R une fonction continue et F' une primitive de f
sur I. Alors, pour a,b € I, on peut calculer [’intégrale entre a et b

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
i [La Proposition 2 assure que la valeur de I'intégrale ne dépend pas du choix de la primitive.

Remarque 2. 1l est fréquent d’utiliser la notation suivante. Si g : [a,b] — R, on note [g]% =
g(b) — g(a). Ainsi, on peut écrire le calcul de l'intégrale sous la forme

b
/ﬂwmzwmm

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes

L[ o [hat U
(1) / xdz, ) / = (1i1) / x°dx.
0 1/2 -1

Exercice 3. Soit f une fonction continue sur un intervalle /. Soit a € I. Pour tout x € I, on pose

:/jf(t)dt

Démontrer que g est la primitive de f qui s’annule en a.
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2.3 Propriétés de l’intégrale

Proposition 5 (Linéarité de 'intégrale). Soient I un intervalle, f,g : I — R deux fonctions
continues, et A € R. Alors, pour tous a,b € I,

/ " (Fla) + gl) do = / ) da / gla)de
et

/ab)\f(x)dx - A/abf(x)dx.

1 La linéarité de l'intégrale permet notamment de calculer les intégrales de fonctions obtenus
par combinaisons linéaires de fonctions usuelles dont on sait déterminer des primitives.

! 1
/ (—x6 + 220 + 8% — 222 + g) dzx.
1

Proposition 6 (Positivité de 'intégrale). Soient I un intervalle et f : I — R une fonction continue
et positive (i.e. pour tout x € I, f(x) > 0). Alors, pour tous a,b € I,

/a ’ F(t)dt > 0.

On en déduit immédiatement les corollaires trés utiles suivants.

Exercice 4. Calculer

Corollaire 1. Soient [ un intervalle et f, g : I — R deux fonctions continues telles que, pour tout
x€l, f(x) > g(z). Alors, pour tous a,b € I,

/abf(t)dt > /abg(t)dt.

Corollaire 2. Soient I un intervalle et f I — R continue. Alors, pour tous a,b € I,

(/ab|f(t)|dt = 0) — (Vz € [ab], f(z)=0).

Exercice 5. (Une preuve d'une limite usuelle)
(1) Soit > 0 fixé. Montrer que, pour tout réel ¢t € [0, z],
Lo 1o
1+2 = 14+t~

(2) En intégrant par rapport a ¢ entre 0 et x 'inégalité précédente, montrer que

H_%Sln(l—i—l’)ﬁx.

(3) Retrouver alors un résultat bien connu.

Exercice 6. (Séries de Riemann)

(1) Montrer que, pour tout n > 2, pour tout « > 0 différent de 1,

e 1 " dx
—<=—< [ =
n T ne n—1 T

(2) Démontrer le critére de convergence des séries de Riemann, énoncé dans un chapitre précé-
dent.

On a déja vu qu’une fonction continue sur un intervalle [a;b] était bornée (et atteignait ses
bornes). Cette remarque, combinée a la positivité de U'intégrale, nous permet d’établir le résultat
capital suivant, trés utilisé dans les exercices.



Proposition 7. Soit f une fonction continue sur [a;b]. Alors,

/f £yt /\f )t < (b~ a) max | (1),

telazb]
Exercice 7. (D’aprées EML 1993)
Pour n € N, on considére l’mtegrale

1
Jn = / xe‘xQ(l — z)"dz.
0

(1) Déterminer les variations de la fonction  —s ze=*" sur [0; 1].
(2) En déduire que, pour tout entier n € N,

1
0<J, _\/_(n+1)

(3) En déduire la limite de la suite (.J,).

2.4 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

On définit I'intégrale d’une fonction continue par morceaux de fagon évidente; on calcule 'intégrale
sur chaque "morceau" ot la fonction est continue, puis on fait la somme.

Ezemple. On définit une fonction f sur [0,1] en posant f(z) = x si z € [0,1] et f(z) = —x si
€ [1,2]. Alors f est continue par morceaux sur [0, 2] et:

/Ozf(a:)da: = /Olf(a:)dx+/12f(x)da7
= /ledx+/12—xd:):

= —1.

3 Meéthodes de calcul d’intégrales

Si on peut parfois facilement trouver une primitive de la fonction que I'on cherche & intégrer a
'aide de combinaisons de fonctions élémentaires, ce n’est pas toujours le cas (et c’est parfois méme
impossible - la fonction x — exp(—x?) par exemple). Ainsi, on présente ici quelques techniques de
calcul pour les fonctions qui ne paraissent pas, de prime abord, triviales a intégrer.

3.1 Reconnaitre une dérivée

On sait que si u est une fonction dérivable, la dérivée de In(u) (sous réserve que In(u) ait un
sens) est % On sait aussi que la dérivée de e* est u'e*. Et on sait que la dérivée de u® (1 a est une
constante) est, sous réserve que u® ait un sens, au®"'. On peut présenter ces résultats "a Penvers"
pour obtenir le tableau suivant

Fonction | Primitives | Remarques

u N

o« In(u) + ¢ on suppose que u est a valeurs > 0

u'e" e +c

w'u® —L_u%*1 4 ¢ | on suppose que u est & valeurs > 0 et que a # —1

a+1
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Exercice 8. Calculer les intégrales

. 12 >\ 1iq [P dx 2e‘/%d
0 [ et @) [T ) [ s

1 ) " 2 t2 3 2t
w 20 — 1)e” ¥ idx; v dt; vi dt.
<>/0< ) <>/0 — <>/21_t2

3.2 Intégration par parties

Proposition 8 (Formule d’intégration par parties). Soient u et v deux fonctions de classe C* sur
un intervalle I. Soient a et b deux éléments de I. Alors,

/a ' (@) do = fu()o()l - / " w)ols) da.

1 On pourra retenir la formule d’intégration par parties sous la forme abrégée

/uv' = [uv] — /u'v.

Ainsi, l'intégration par partie rameéne l'intégration de uv’ & celle de u'v.

Ezxemple. A priori, il n’est pas évident de calculer une primitive de la fonction x — ze®. Une
intégration par parties permet de le faire. Posons u(z) = x et v/(z) = €. On a donc u/(z) =1 et
on convient que v(x) = e”. Par intégration par parties

/Ot ze® dr = [u(z)v(z)] — /Ot o (z)v(z)de = [ze*] — /Ot el = tel — [ = tel — ¢t + 1.

Ainsi, la primitive de x — xe® qui s’annule en 0 est ¢ — te' — e’ + 1 (on peut d’ailleurs le vérifier
facilement a posteriori).

Exercice 9. (IPP, niveau 1)
(1) A l'aide d’une intégration par parties, calculer l'intégrale

/1 o in(o)da.

(2) A l'aide d’une intégration par parties, déterminer la primitives sur R% de In qui s’annule
en 1.

Exercice 10. Soit n € N. A l'aide d’une ou plusieurs IPP successives, calculer les intégrales
suivantes

e 1 e
(1) / t" In(t)dt, (1) / (2% 4+ x)e*dw, (iii) / t"(Int)?dt.
1 0 1
3.3 Changement de variable

Proposition 9 (Formule de changement de variable). Soient ¢ une fonction de classe C! sur un
intervalle I et f une fonction continue sur l'intervalle ¢(7). Soient a et b deux éléments de . Alors,
b ) »(b)
| o= [
a #(a)
Preuve. Soit F' une primitive de f sur ¢(I) (dont 'assurance est garantie car f est continue). La
fonction Fo¢ est alors dérivable, comme composée de telles fonctions, et on a (Fo¢) = (F'o¢)¢'.
Ainsi,
o(b)

b b
/focb(t)cb'(t)dt = /(Focb)'(t)dt:F(cb(a))—F(cb(b))= ” ft)dt.
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& Meéthode. En pratique, quand on fait un changement de variable pour calculer une intégrale

du type
/ e v,

on commence par écrire "posons ¢t = u(x)". Ensuite, on utilise la formule mnémotechnique
o' (z)dz = dt.

Enfin, on ajuste les bornes d’intégration en remarquant que si « parcourt l'intervalle [a, b], alors
t = u(x) parcourt 'intervalle [u(a), u(b)].
/1 da
0o T + 1

On poset =x+ 1. On a donc dt =1 - dz = dz. Donc

/1 de [*dt
o z+1 ot
Puisque x parcourt l'intervalle [0, 1], ¢ = x + 1 parcourt [1,2]. Finalement,

/O e n#)? = In(2) — In(1) = In(2).

z+1

Exemple. Calculons

Exercice 11. Calculer, avec un changement de variable, les intégrales

ot At P e A VP [ In@)"
(i) —,  (i1) i t, (uz)/l dz, (w)/l —dt.

0 241 . 1+ee t

Exercice 12. Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [—a, a].

(1) Démontrer que si f est impaire, son intégrale entre —a et a est nulle;
(2) Démontrer que si f est paire, son intégrale entre —a et a vaut le double de son intégrale
entre 0 et a.

4 Fonctions définies par une intégrale

On a observé que la fonction z — fax f(t)dt était la primitive de f s’annulant en a. on peut
formuler ce résultat "a 'envers".

Corollaire 3. Soit f : I — R une fonction continue (I étant un intervalle). Soit a € I.
On pose, pour tout = € I,
_ / F(8) dt

Alors g est dérivable et, pour tout = € I,

Exemple. Posons, pour tout x > 0,

o(z) = / (Int)2 dt.
1
Alors, la fonction g est dérivable sur R et, pour tout x > 0

g'(z) = (Inz)*.

On en déduit par exemple que g est croissante sur R .
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On peut s’intéresser a des fonctions qui semblent plus compliquées, comme par exemple

f:x »—>/ exp(t?) dt.

Cette fonction f est évidemment définie sur R. On ne va pas en faire I’étude détaillée mais on va
expliquer comment on peut montrer que f est dérivable et comment on peut calculer f/(z). On

commence par écrire, en utilisant la relation de Chasles.
2 2

0 x T T
f(z) :/ exp(t2)dt+/ exp(t?)dt = —/ exp(tz)dt+/ exp(t?)dt.
w 0 0 0
On a donc

f(x) = —g(x) + h(z),

ou
2

g(z) = / exp(t?)dt et h(z) = / exp(t?)dt.

0 0
Pour dériver la fonction f, il suffit de dériver les fonctions g et h. Or pour la fonction g, c’est
évident, vu ce qui a été dit plus haut

g'(z) = exp(a?).
Pour la fonction h, on remarque que c¢’est une fonction composée car
h(x) = g(2?).

On peut donc dériver h en appliquant la formule de dérivation des fonctions composées

f'(x) = —exp(2?) + 2z exp(z?).

Il faudrait maintenant étudier la fonction définie par f’(z). On peut voir (exercice) qu’il existe
a €]0; 1] (théoréme de bijection) tel que f'(z) < 0 sur | —oo;af et f'(x) > 0 si > a. Alinsi, on
connait les variations de f sur R....

x —00 0 o 1 —+00
f'(z) - 0 +
+00 +00
f o o0
f(a)

Exercice 13. (D’aprés EML 2004)
On considére la fonction G : R — R définie par

G(x) / 2 g
xTr) =
e V1412
(1) Montrer que G est impaire.
(2) Montrer que G est de classe C' sur R et déterminer G’(z), pour tout = € R.
(3) Montrer que, pour tout ¢ > 0,
2¢!
>t

VAENZE

lim G(z) = +o0.

T—r—+00

(4) Dresser le tableau de variations complet de G.

En déduire que



5 Autres exercices

1

Exercice 14. (Divergence de la série de Bertrand >, ———
nln(n)

)

(1) Etudier les variations de z —

et en déduire que, pour tout entier n > 2,
zIn(z)

1 - /TL—l—l dl,
nin(n) = J, zIn(z)

(2) Montrer que, pour tout entier N > 2,

1
nln(n)

WE

> In(In(N 4+ 1)) — In(In(2)).

(3) Conclure quant a la nature de la série.

Exercice 15. On pose, pour tout entier naturel n,

1 [t
I, == [ (1-t)edt.
n! Jo
(1) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout entier n > 1,
1
I,=1, 41— —.
n!

(2) En déduire que, pour tout entier n € N, on a la relation
~ 1
In =€ — Z E
k=0

(3) A l'aide d’un encadrement de l'intégrale I,,, montrer que I,, — 0, n — +o0.

(4) Déterminer alors la valeur de
+0o0
1

2 or

n=0
Exercice 16. (Somme de la série harmonique alternée)
On a déja vu (dans le Devoir Maison n°6 notamment, mais aussi dans le Chapitre 11) que la
série harmonique alternée était convergente. L’objectif de I'exercice est de déterminer la valeur de

Sa somine.

On pose, pour tout entier n > 1,

(e [
T, = — et I, = ————dt.
2 , T
(1) En intégrant par parties, montrer que pour tout entier n > 1,
1
I = —1I,.
1=

(2) Calculer [ et en déduire I.
(3) En déduire que, pour tout entier n > 1, T}, = In(2) + (—1)""'1,.
(4) Montrer que, pour tout n > 1,

1

0<r, < )
n+1

(5) Conclure.
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Exercice 17. On pose, pour tout entier naturel n > 1,

1 1
t’n
I,= | ——=dt, et J,= [ t"In(1+ t*)dt.
/0 +e /0 a{l +#)

(1) Calculer I; puis montrer que la suite (I,,) converge vers 0.
(2) A P’aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout entier n > 1,
~ In(2) 2

n = J—

n+1 n+1

n+2-
(3) En déduire la convergence de (.J,,).
(4) Déterminer o € R tel que
an -1
lim (2) g =1

n—4+oo \ N
Exercice 18. (D’aprées EDHEC 2011)

1
On consideére la fonction f définie sur RT par f(0) = = et, pour x > 0,

2
2 ("t
f(x)_?/() L
(1) (a) Montrer que
1 1 1
Vr €]0, 400, Vte0,x], < —.

<
e*+1 " et4+17 2
(b) Etablir alors que, pour tout réel  strictement positif, on a
1 1
< < —.
a1 =/ =3
(c¢) En déduire que la fonction f est continue (& droite) en 0.

(2) (a) Montrer que f est de classe C! sur |0, +oo[, puis vérifier que, pour tout réel z stricte-
ment positif, on peut écrire
4
() = o),

ol g est une fonction que 'on déterminera.

(b) Etudier les variations, puis le signe de la fonction g. En déduire que f est décroissante
sur R*,

(3) (a) Montrer que, pour tout réel ¢ positif, on a
t
<1
et +17
(b) En déduire la limite de f(x) lorsque z tend vers +oo.

Exercice 19. (D’aprées ECRICOME 2005)
On considére, pour tout entier naturel n, 'application ¢, définie sur R par

VzeR, ¢,(2)=1—-z)"e®

ainsi que l'intégrale

1
I, = / on (z) dz.
0
On se propose de démontrer 'existence de trois réels, a, b, ¢ tels que
1

In:a+5+%+ﬁz—:(n) avec nl_l)IJ{looe(n) = 0.

(1) Calculer Iy, I.
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Etudier la monotonie de la suite (I,,), -

(2)
(3) Déterminer le signe de I,, pour tout entier naturel n.
(4) Qu’en déduit-on pour la suite (1), cn?
(5) Majorer la fonction g : x — =2 sur [0, 1].
(6) En déduire que
1
VneN, 0<I[,<——.
n+1
(7) Déterminer la limite de la suite (1), lorsque n tend vers I'infini.
(8) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que

VneN, 2l =1—(n+1)1I,

(9) En déduire la limite de la suite (n 1), oy lorsque n tend vers I'infini.
(10) Déterminer la limite de la suite (n (n I, — 1)), _y lorsque n tend vers 'infini.
(11) Donner alors les valeurs de a, b, c.

Exercice 20. (Inspir¢ de EDHEC 2008) Soit f une fonction de classe C' sur [0;1].
(1) Montrer qu'il existe M > 0 tel que, pour tous z,y € [0; 1],

[f(z) = fy)] < Mz —y].

(2) En déduire que, pour tout entier n > 1, pour tout entier k € [0;n — 1], et pour tout réel

te [E B
oo (-)

n n
(3) En intégrant I'inégalité précédente, montrer que, pour tout entier n > 1, pour tout entier

ke [0;n—1],
[ rwa— i (5

(4) En déduire que, pour tout entier n > 1,

! 1, (k
[ roa- 2 s (2)
0 n n

k=0

. 1 n—1 ]{7 B 1
nklfm;kzzof (;) = / J(d.

(5) Application. Déterminer

neN

k

M
< —.
— 2n?

M

<
- 2n

puis que

. VI+HV2 4 =1
lim
n——+o0o n\/ﬁ

1
li T S I
n—1>r-£loon<(n+1)2+ +(n+n)2)



