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Chapitre 5. Probabilités élémentaires

1 Espaces probabilisés: le langage des probabilités

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prédire avec certitude le résultat.
L’étude de cette expérience nécessite alors la description de tous les résultats possibles, appelés
issues (ou éventualités). L’ensemble de toutes les issues est appelé univers des possibles et est
souvent noté (2.

L’énoncé d’un exercice de probabilité (c’est a dire d’'une expérience aléatoire) ne précise pas
I'univers des possibles explicitement. C’est donc a celui ou celle qui en fait 1’étude et cherche a
résoudre 'exercice de décrire cet ensemble d’une maniére rigoureuse et commode afin de travailler
dessus. Cette étape s’appelle la modélisation de I'expérience.

Ezemple. Regardons les univers correspondants aux expériences suivantes.

Expérience 1: On lance un dé cubique a 6 faces et on lit le numéro inscrit sur la face
supérieure. Les résultats possibles sont alors Q = {1;2;3;4;5;6} qui est un ensemble de
cardinal 6.

Expérience 2: On lance deux dés discernables (un rouge et un bleu par exemple) et on note
les résultats obtenus. On voit alors qu’ici Q = {(i,7) : 1 <i <6, 1 <j <6} = [1;6]?,
qui est un ensemble & 36 éléments.

Expérience 3: Cette fois les deux dés sont identiques, mais on note encore les résultats
obtenus. Comme on ne peut plus faire la différence entre les deux dés, les deux résultats
de l'expérience précédent (1;3) et (3;1) sont en particulier dans cette nouvelle expérience
I'expression de la méme issue {1;3}. Ainsi, on a

Q={{i;7}: 1<i<j<6}.
De plus,

L . 6x7

card(Q)) = 1= 1= | = =21.

Expérience 4: On lance un dé et on regarde le résultat obtenu. Si ce résultat est 6, on
arréte. Sinon, on relance le dé. On répéte le processus jusqu’a obtenir 6 et on note le
nombre de coups nécessaires. Il est possible d’avoir un 6 au premier coup, mais il est
possible que le 6 n’arrive qu’au 7éme ou au 100éme coup, voire méme au 1000éme. En fait,
il est théoriquement possible que le premier 6 ne sorte qu’au n—iéme coup, pour n’importe
quel n entier naturel. Ainsi, 2 = N. On peut donc tout & fait avoir un univers des possibles
infini.

Expérience 5: On choisit au hasard un nombre réel entre 0 et 1. Ici, clairement Q = [0; 1]
est encore un ensemble infini.
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Exercice 1.

(1) On lance n fois une piéce de monnaie. Quel est I'univers des possibles? Combien comporte-
t-il d’éléments?

(2) On joue a I"EBuromillion. On doit pour cela cocher 5 cases d’'une grille comportant les
nombres de 1 & 50 puis cocher deux étoiles parmi 11. Quel est 'univers des possibles?
Combien comporte-t-il d’événements?

Définition 1. Un événement aléatoire est un fait qui peut se produire, ou mon, suivant le
résultat d’une expérience aléatoire. On le représente par l’ensemble des issues qui le réalisent.
1l s’agit donc d’une partie de Q). Un événement ne comportant qu’une seule issue est appelé
événement élémentaire (et se représente par un singleton).

Ezemple.

e Dans l'expérience 1 précédente, on peut par exemple considérer ’événement "le résultat
est un nombre pair" qui se représente par l'ensemble {2;4;6}.

e Il apparait nécessaire de décrire ’ensemble des événements que 'on considére et que 1’on
veut "mesurer" via la notion de probabilité, d’ou 'introduction ci-aprés de la notion de
tribu.

e Lorsque €) est un ensemble fini, 'ensemble des événements que ’on considére est le plus
souvent ’ensemble de toutes les parties de €2, P(€2). En particulier, tout élément per-
met de former un événement élémentaire et de plus Q et () sont des événements appelés
respectivement événement certain et événement impossible.

Exercice 2. On effectue l'expérience 2 précédente. Décrire les événements suivants:

(i) A "la somme des nombres obtenus est supérieure ou égale a 10";
ii) B "le produit des nombres obtenus est supérieur ou égal a 20".
g

L’identification entre événements et sous-ensembles de ) permet d’utiliser les opérations élé-
mentaires de la théorie des ensembles pour traduire certains événements, notamment les notions
suivantes:

e (A ou B) est modélisé par AU B.
e (A et B) est modélisé par AN B.
e la non réalisation de I’événement A est modélisée par A.

Naturellement, on peut combiner des opérations pour décrire des événements plus complexes et
toutes les régles de calcul sur les ensembles sur chapitre correspondant sont alors utiles et utilisées.

Exercice 3. On lance deux piéces successivement. On note E l'’événement "la premiére piéce
montre pile" et G "la deuxiéme piéce montre pile". Traduire les événements suivants: E U G,

ENG,E, G, EUG et ENG.

Exercice 4. On lance n fois consécutives une piéce (ot n est un entier). Si k € [1;n], on note Py
I’événement "on obtient pile au k—iéme lancer", A, I’événement "on obtient que des pile au cours
des n lancers", et B,, 'événement "on obtient au moins une fois pile au cours des n lancers".

Y

(1) Exprimer A,, a l'aide des P.
(2) Exprimer B,, a l'aide des P.
(3) Exprimer I’événement "le premier pile apparait au n—iéme lancer".

Définition 2. Deux événements sont dits incompatibles lorsqu’il est impossible qu’ils soient
réalisés simultanément. Ces deuxr événements étant représentés par A et B, éléments de P(S2), il
seront incompatibles si et seulement si AN B = ().

1 Naturellement, un événement et son contraire sont toujours incompatibles.



3

Définition 3. On dira qu’une famille (A;)ic; d’événements forme un systéme complet d’événements
si ¢’est une partition de ), c’est a dire s’ils recovvrent ['univers et sont deux a deux incompatibles:

Udi=Q e i#j=AnA =0
iel
1 [’ensemble des événements élémentaires forme naturellement toujours un systéme complet
d’événements.

Notion de Tribu. Espace probabilisable

Afin de pouvoir définir rigoureusement la notion de probabilité, il est important que I’ensemble
des événements que la probabilité vise & "mesurer" posséde quelques propriétés de stabilité. On
introduit pour cela la notion de tribu, puis d’espace probabilisable.

Définition 4. Soit Q un ensemble. On appelle tribu de parties de 2 tout sous-ensemble A de
P(Q) tel que

(i) Q€ A; B

(i1) St A€ A, alors A € A;

(17i) Si (Ap)nen est une famille d’événements de A, alors

JA.eA
neN

Munir Q d’une tribu ameéne & considérer l’espace probabilisable ({2, A). Les éléments de A
seront alors appelés les événements de [’espace probabilisable (2, A).

Une tribu est donc un ensemble de parties qui contient I'univers, qui est stable par passage au
complémentaire et stable par union dénombrable (c’est a dire indexée par N).

Naturellement, 'ensemble des parties P(€2) est une tribu de  (c’est d’ailleurs la tribu naturelle
et celle que 'on utilise lorsque 2 est un ensemble fini). Mais on peut trés bien définir et utiliser
des tribus plus petites. Il peut étre effet s’avérer difficile de "mesurer" certains ensembles assez
compliqués lorsque €2 est un ensemble infini, d’ou la volonté de réduire ’ensemble des événements
considérés.

Par exemple, pour A C ), on peut regarder la tribu o4 = {0; A4; A;Q}. Cest bien une tribu
car elle vérifie les conditions de la définitions précédentes. C’est en fait la plus petite tribu qui
contient I’événement A. On l'appelle tribu engendrée par A.

On peut par ailleurs, déduire immédiatement de la définition de tribu la propriété suivante.

Proposition 1. Soit A une tribu de parties de 2. Alors,

(1) D e A.
(2) Si A, B € A alors

AUBe A, ANnBeA, A\BeA
(3) Si (A,)nen famille d’éléments, alors
()4, € A
neN

Une fois que 'espace est probabilisable, il est "prét" a étre également muni d’une probabilité. 11
est possible de définir la notion de probabilité pour n’importe quel espace probabilisable, cependant,
dans ce premier chapitre consacré aux probabilités, on ne s’intéressera qu’au cas ou I'univers 2 est
un ensemble fini.

2 Probabilités sur un ensemble fini

Dans toute la suite, on considére donc un univers € fini.
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2.1 DPetite discussion introductive

On peut se demander pourquoi introduire de tels objets et autant préparer le terrain. Regardons
les deux expériences suivantes qui se modélisent par le méme univers.

Si on lance un dé cubique équilibré un grand nombre de fois, on constate que la fréquence
d’apparition de chaque face se rapproche de %, ce qui suggére une modélisation de I'expérience par
une probabilité uniforme sur {2 = [1;6]:

P({1}) = P(2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = 5.

Si maintenant le dé est truqué, 'univers reste le méme mais la probabilité d’apparition de chaque
face n’est plus la méme, par exemple on pourrait avoir

p(1D) = p({2D) = (3D = p({4D) = 7 p{EH = pUOH = 5

Ainsi, on peut définir deux probabilités différentes P et p sur le méme univers 2. Il est donc
important de préciser ce qu’est une probabilité, et les événements qu’elle peut "mesurer", d’ou la
notion d’espace probabilisable et la définition rigoureuse de probabilité qui suit.

2.2 Notion de probabilité sur un ensemble fini. Premiéres propriétés
Définition 5. Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (2, A) toute ap-
plication P : A — [0;1] telle que

(1) P(Q) =1;

(ii))VA,Be A, ANB=0)= P(AUB) = P(A) + P(B).
On dit alors que (2, A, P) est un espace probabilisé. De plus, pour chaque évenement A € A,
P(A) s’appelle la probabilité de A.

~  Ezemple et Définition (Probabilité uniforme).
On considére un ensemble fini, non vide, (2 ainsi que I’espace probabilisable (€2, P(£2). On appelle
probabilité uniforme sur (£2, P(2)) (ou plus simplement sur ) application
P:P) — [0;1]
A #A
#)
Il est alors facile de vérifier que ’application P satisfait bien les conditions de la définition
précédente: c’est bien une probabilité. De plus, si w € €2, alors

1
Pw}) = —.
() = 25
En particulier, tous les événements élémentaires ont la méme probabilité.

1= La probabilité uniforme modélise une expérience dont toutes les issues sont équiprobables

Exercice 5. Les 28 tomes d’une encyclopédie sont rangés sur une étagere.
(1) Quelle est la probabilité que les tomes I et IT apparaissent cote a cote et dans cet ordre sur
I’étagére?
(2) Quelle est la probabilité que p premiers tomes (1 < p < 28) apparaissent cote a cote et
dans le bon ordre?

Proposition 2 (Loi de probabilité de P). Soit (2, P(Q2), P) un espace probabilisé¢ fini. Si
A e P(Q), alors

P(A) =) P({w}).

w€eA



En particulier, si Q = {w;, ws, ...,w,} alors
n

1= P({w}).

k=1

Une probabilité est ainsi caractérisée par les valeurs (P ({w1}), ..., P ({wn})), ce qu’on appelle loi
de probabilité de P.

Exercice 6. Un joueur lance une bille sur une planche percée de n trous numérotés de 1 & n
(n > 2). La bille tombe toujours dans un trou (et dans un seul). La probabilité que la bille tombe
dans le trou numéro 1 est %, celle qu’elle tombe dans le trou numéro 2 est 3% et plus généralement
celle du trou numéro k est 3% (pour 1 <k < n). Quelle est alors la probabilité qu’elle tombe dans

le trou numéro n?
Il découle directement de la définition de probabilité la proposition suivante.

Proposition 3 (Calcul des probabilités).
Soient (€2, P(2), P) un espace probabilisé (fini) et A, B deux événements. Alors,

(i) P(0) = 0;

(i) P(A) =1— P(A);
(iii) Si A C B, alors P(A) < P(B).

Pour calculer la probabilité d’une union, on utilise la formule du crible de Poincaré.

Proposition 4 (Probabilité d’une union: formule du crible de Poincaré).
Soient A, B, C' trois événements d’un espace probabilis¢ (2, P(Q2), P). Alors

P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(AN D)
et
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(CNA) +PANBNC).

Exercice 7. On tire, avec remise, une boule dans une urne, qui en contient une bleue, une blanche
et une rouge, n fois de suite. On note p,, la probabilité que les trois couleurs apparaissent au moins
une fois lors des n tirages et A I’événement "la boule bleue n’apparait pas pendant les n tirages",
B I'événement "la boule blanche n’apparait pas pendant les n tirages" et C' ’événement analogue
pour la boule rouge.

(1) Calculer P(AUBUC).
(2) En déduire une expression de p,, en fonction de n.
(3) Calculer lim,,_, o, p,. Interpréter le résultat.

Proposition 5 (Unions disjointes).
Soient (£2, P(€2), P) un espace probabilisé (fini) et (A;);e; une famille d’événements deux a deux

incompatibles. Alors,

iel iel
En particulier, si (A;);c; est un systéme complet d’événements,
1=P(Q) =) P(4).
iel

Exercice 8. Une urne contient 3 boules jaunes, 3 boules bleues, 3 rouges, 3 vertes et 3 noires. On
tire successivement, sans remise, 3 boules de 'urne. Déterminer la probabilité que le tirage soit
unicolore.
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2.3 Probabilités conditionnelles

Lorsque 'on réalise (successivemen une ou plusieurs expériences aléatoires, on peut voir tenir
compte dans une prévision d’une information complémentaire. Imaginons par exemple qu’on lance
un dé (cubique) équilibré. La probabilité d’obtenir un 6 est alors égale a %. Si maintenant, je tiens
compte du fait que les faces du dés sont peintes, en vert pour les chiffres pairs, et en rouge pour
les impairs. La probabilité d’obtenir un 6 sachant que je vois que la face est verte est alors de %
Cette probabilité est conditionnée par la couleur de la face, c’est une probabilité conditionnelle.

Définition 6. Soit (2, P(2), P) un espace probabilisé dont B est un événement non négligeable
(i.e. P(B) > 0). Pour tout événement A, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant
B par
P(ANB)

P(B)

Le calcul des probabilités conditionnelles peut s’avérer difficile est les résultats contre-intuitifs,
comme on pourra le voir avec l'exercice ci-dessous. Il est donc capital de faire preuve de rigueur
et de vigilance lors des calculs et de la modélisation et la formulation de I'expérience.

Pp(A) =

Exercice 9 (Paradoxe des enfants, extrait de Scientific American (1959)).

Mr. Jones has two children. The older child is a girl. What is the probability that both children
are girls? Mr. Smith has two children. At least one of them is a boy. What is the probability that
both children are boys?

Proposition 6. Soit (€2, P(2), P) un espace probabilisé dont B est un événement non négligeable.
Alors, Iapplication

f=PE) — [0;1]

est une probabilité sur (2, P(£2)).

Corollaire 1. La probabilité Pp vérifie donc toutes les régles de calcul des probabilités. Plus
précisément, si A € P(Q),

(1) Pp(A) =1— Pp(A);

(2) Si Al C Ag, alors PB(Al) < PB(AQ),

(3) les formules du crible de Poincaré restent vrai en remplacant P par Pg.

Corollaire 2. Soit (2, P(£2), P) un espace probabilisé. Pour tous événements A, B € P(£2) avec
P(B) >0, o0n a
P(ANB) = P(B) x Pg(A).

1 Le résultat précédent est trés pratique pour calculer des probabilités d’intersection a partir
des probabilités conditionnelles.

Il est également possible de conditionner par plusieurs événements et le résultat précédent se
généralise pour calculer la probabilité de I'intersection d’une famille finie d’événements. On appelle
cela Formule des probabilités composées. La démonstration se fait par récurrence et on invite le
lecteur a tenter de ’écrire.

Proposition 7 (Formule des probabilités composées).
Soient (€2, P(2), P) un espace probabilisé et (4;)1<;<, une famille d’événements tels que
P (Al N A2 N---N An—l) > 0. AIOI'S,

P <ﬂ Al) = P(Al) X PAl (A2) X X PA10A20---0A7L71(ATL>’
=1
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Exercice 10. On disposes de trois urnes Uy, U et Us qui contiennent des boules blanches et noires:

e U4, contient 2 boules blanches et 3 noires;
e Uy contient 4 boules blanches et 2 noires;
e U5 contient 6 boules blanches et 1 noire.

On effectue trois tirages successifs en suivant le protocole qui suit:

e On tire au hasard une boule dans 'urne U; et on note sa couleur. On place ensuite cette
boule dans 'urne Us.

e On tire ensuite une boule dans 'urne Uy, on note encore sa couleur et on la place dans
I'urne Us.

e Enfin, on tire une derniére boule dans I'urne U3 dont on note la couleur.

Quelle est la probabilité que les trois boules tirées soient de la méme couleur?

Le résultat qui suit est trés important et trés utile, il permet de calculer la probabilité d’un
évenement en conditionnant par un systéme complet d’événements.

Proposition 8 (Formule des probabilités totales).
Soient (€2, P(€2), P) un espace probabilisé et (A;)1<i<, un systéme complet d’événements tous
non négligeables. Alors, pour tout événement B, on a

P(B)= Y P(BNA) =3 P (B) x P(A).

e (Celte formule est notamment utilisée souvent pour un systéme complet de deur événements
A et A (non négligeables). Elle s’écrit alors

P(B) = P(BN A) + P(BNA) = Py(B) x P(A) + P5(B) x P(A).

Exercice 11. On dispose de quatre urnes numérotées:

e U, contient 4 boules blanches et 1 noire;
e Uy contient 3 boules blanches et 2 noires;
e U3 contient 2 boules blanches et 3 noires;
e U, contient 1 boule blanche et 4 noires;

On choisit au hasard une urne parmi les quatre et on tire une boule a 'intérieur. Quelle est la
probabilité d’obtenir une boule blanche?

On peut également se demander si il est possible d’"inverser" des probabilités conditionnelles.
C’est a dire si, connaissant par exemple Pg(A) on peut obtenir P4(B). C’est 'objet de la formule
suivante, appelée Formule de Bayes qu’on énonce en deux temps, commencant par le cas particulier
de deux événements. Sa démonstration est facile et repose sur la formule des probabilités totales.

Proposition 9 (Formule de Bayes). Soit (£2, P(2), P) un espace probabilisé.
O Version simple :
Soient A et B deux événements non négligeables. On a alors :

_PBPA)_ PB)PWA)

P =5 T PamPA) + BB P(A)

O Version générale :
Soit (A;);er un systéme complet d’événements tous non négligeables. Soit B un autre événement
également de probabilité non nulle.
Pour tout ¢ € {1,...,n}, on a:
P(A;N B) P(A;)Pa,(B)
P(B) Zk:l P( k)PAk(B)
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Exercice 12 (Le paradoxe des maladies rares).

Vous étes directeur de cabinet du ministre de la santé. Une maladie est présente dans la popula-
tion avec la proportion d’une personne malade sur 10000. Un responsable d'un grand laboratoire
pharmaceutique vient vous vanter son nouveau test de dépistage: si une personne est malade, le
test est positif & 99%. Si une personne n’est pas malade, le test est positif & 0,1%.

Que penser de ce test?

2.4 Indépendance en probabilités

Soient (€2, P(£2), P) un espace probabilisé et A, B deux événements. Intuitivement, on dira que
A et B sont indépendants si la réalisation de B ne change rien pour celle de A et inversement.
Plus rigoureusement, on introduit la définition suivante.

Définition 7. Deux événements A et B d’un espace proabilisé (Q, P(S2), P) sont dits indépen-
dants pour la probabilité P si

P(ANB) = P(A) x P(B).
En particulier, st P(B) # 0, A et B sont indépendants si et seulement si Pg(A) = P(A).

/A Attention. La notion d’indépendance dépend de la probabilité qui équipe 'espace. En partic-
ulier, et contre I'idée intuitive que I'on pourrait avoir, deux événements peuvent étre indépendants
pour un certaine probabilité P mais pas pour une autre! On sera donc vigilants. Cela dit, quand
il n’y a pas d’ambiguité sur la probabilité P, on dira simplement que les deux événements sont
indépendants.

Exercice 13. On effectue 'expérience 1 (on lance un dé cubique et on regarde le résultat). On
munit 2 = [1,6] de ’ensemble de ses parties et de deux probabilités:

e P, est la probabilité uniforme sur §2;
e P est la probabilité "dé pipé" définie par :

B ({6}) = % Py({5}) = P({4}) = é et P({1}) = P({2}) = R({3}) = %

On considére les événements A "obtenir 4 ou 5" et B "obtenir 5 ou 6". Les événements A et B
sont-ils indépendants pour la probabilité P;? Et pour la probabilité P»?

Exercice 14. On considére une famille avec des enfants. On considére qu’il y a équiprobabilité
de la répartition des sexes.
(1) On suppose qu'il y a deux enfants. Etudier 'indépendance des événements:
e A "la famille a des enfants de deux sexes";
e B "la famille a au plus un garcon".
(2) Qu’en est-il de I'indépendance des ces mémes événements si la famille compte trois enfants?

A Attention. Deux événements (non négliegables) incompatibles ne sont pas indépen-
dants. en particulier, si A est un événement non négligeable alors A et A (qui sont bien incom-
patibles) ne sont pas indépendants!

Proposition 10. Soient (£2,P(2), P) un espace probabilisé¢ et A, B deux événements indépen-
dants pour la probabilité P, alors

(1) les événements A et B sont indépendants.

(2) les événements A et B sont indépendants.

(3) les événements A et B sont indépendants.

On peut alors s’intéresser a l'indépendance mutuelle de plusieurs événements. Cependant, la
Y
généralisation de la notion d’indépendance est plus délicate qu’il n’y parait. Par exemple, si on a
rois événem urrait d’un cété regarder leur indé ux @ deux:
trois événements A, B, C, on pourrait d’un cété regarder leur indépendance de de

(1) P(ANB)=P(A)x P(B), P(BNC)=P(B)xP(C) et P(CNAPC)x P(A).
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Mais on pourrait aussi vouloir que la probabilité de I'intersection des trois événements soit égale
au produit des trois probabilités:

(2) P(ANnBNC)=P(A) x P(B) x P(C).

Or, ces deux conditions ne sont pas du tout équivalentes, comme le montre I'exercice ci-dessous.

Exercice 15. On lance deux fois un dé équilibré. On considére les événements A "le premier
numéro est pair", B "le deuxiéme numéro est impair" et C' "la somme des deux numéros est
paire".

(1) Calculer la probabilité de ces événements.

(2) Ces événements sont-ils indépendants 2 a 2 7 Mutuellement indépendants ?

La définition est alors la suivante.

Définition 8. Soient (2, P(Q2), P) un espace probabilisé fini et Ay, ..., A, un nombre fini d’événements.
On dit que Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants pour la probabilté P si pour tout sous-

ensemble d’indices I C [[1,n],

iel iel
1 La définition d’indépendance mutuelle est donc plus forte que I'indépendance "deux a deux"
(qui est par conséquent une condition nécessaire mais non suffisante).

Ainsi, trois événements A, B et C' seront mutuellement indépendants les les relations (1) et (2)
sont vérifiées.

Proposition 11. Soient (£2,P(Q2), P) un espace probabilisé fini et A;,..., A, des événements
mutuellement indépendants. Soit alors (B;)1<i<n les événements tels que B; = A; ou bien B; = A;.
Alors, les événements By, Bs, ..., B, sont encore mutuellement indépendants.

1= On peut donc remplacer n’importe lequel des événements d’une famille d’événements mutuelle-
ment indépendants par son événement contraire en conservant 'indépendance mutuelle.



