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Solution

Exercice 1.
(1) Par définition de f sur les vecteurs de la base canonique, on trouve immédiatement

0 3 2
A=|-2 5 2
2 =30
(2) On a les équivalences
x 0o 3 2 x
u=|y| €eKer(f) — -2 5 2 y| =0
z 2 =30 z
3y+2z = 0
= —2x+5y+22 = 0
20 -3y = 0
r = 0
— y = 0
z =0

Ainsi, le noyau de f est réduit au vecteur nul. Ceci caractérise I'injectivité de ’endomorphisme.
Mais un endomorphisme injectif est aussi bijectif, et en particulier surjectif.

3) (a)

z
u=|y| €EE < Au=u
z
y+2z =
— —2x+5y+22 =y
20 -3y = =z
r—3y—2z = 0
y+z = 0
{x = —z
—
Yy = ==z
—Zz —1
— u=|—-z]=2z|-1
z 1
1
En posant u = 1 |, on a alors un vecteur qui engendre F; et qui en est donc une
-1

base. On procéde de la méme fagon pour Es:



z
3y+2z = 2
— —2r+5y+22 = 2y
20 -3y = 2z
— 20—3y—22=0
3y + 2 3 1
— u= 2y =yl2|+2{0
z 0 1
3 1
Ainsi, en posant v = [ 2 | et w = | 0 |, on obtient une base de Ej.
0 1

(b) 11 suffit, pour montrer qu’elle forme une base de R3, de vérifier que la famille C =
{u,v,w} est libre. Soient alors A, i,y € R tels que A\u + pv + yw = 0. Alors,

A+3u+y = 0

M+ +yw =0 <— A2 = 0
A4+v = 0

A =0

= w = 0,

v =0

et la famille est bien libre.

(c) Par définitions des sous-espaces E; et Es, on obtient

B =

OO =
N OO

0
2
0
f.

et on a diagonalisé I'endomorphisme
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Exercice 1.

(1) Par définition de f sur les vecteurs de la base canonique, on trouve immédiatement

3 0 —1
A=12 4 2
-1 0 3
(2) On a les équivalences
x 3 0 -1 x
u=|y| €Ker(f) < 2 4 2 y| =0
Y -1 0 3 z
dr—2z = 0
= 20 +4y+22 = 0
—r+3z = 0
x = 0
— y = 0
z =0

Ainsi, le noyau de f est réduit au vecteur nul. Ceci caractérise I'injectivité de ’endomorphisme.
Mais un endomorphisme injectif est aussi bijectif, et en particulier surjectif.

3) (a)

z
u=|y| € By << Au=2u
z
dJr—z2 = 2
— 20 +4y+22 = 2y
—xr+3z = 2z
r = =z
y = —2z
z 1
— u=|-2z|=z[-2
z 1
1
En posant u = | —2 |, on a alors un vecteur qui engendre Fs et qui en est donc une
1

base. On procéde de la méme fagon pour Ey:



x
u= |y | € By < Au=4u
z

3r—2z = 4x
= 20 +4y+22 = 4y
—r+3z = 4z
— x+z2=0
—Zz 0 —1
— u=|y |=yll|+2| 0
z 0 1
0 —1
Ainsi, en posant v = [ 1| et w = | 0 |, on obtient une base de FE,.
0 1

(b) 11 suffit, pour montrer qu’elle forme une base de R3, de vérifier que la famille C =
{u,v,w} est libre. Soient alors A, 1,y € R tels que A\u + pv + yw = 0. Alors,

A=y =0
M+ pw+yw =0 <= —2X+p = 0
A4+v = 0

A =0

— w = 0,

v =0

et la famille est bien libre.

(c) Par définitions des sous-espaces Fs et Ejy, on obtient

B =

S O N
= O O

0
4
0
f.

et on a diagonalisé I’'endomorphisme



