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Cahier de Vacances. Niveau |

Ce premier cahier de vacances propose aux éléves qui ont eu des difficultés au cours de 'année de faire
un premier point sur les notions abordées cette année et de s’entrainer en calcul.

1 Calcul de dérivées (Mieux vaut tard que jamais)

Donner 'expression des dérivées des fonctions suivantes, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

Aoy =e+en e = Vit f0) = s fula) = 2%
fs(x) = xln(z) —z; fo(r) = (2z + 3)%; frl@)=In(z2+1): fslz)= x21+ :
) =""5 o) = (VTR fule) = S

2 Matrices

Exercice 1. Déterminer toutes les matrices B € My(R) telles que
1 2 1 2
(33)e=2(53)
Exercice 2. Montrer que

ou

Exercice 3. Montrer que Yn > 1, J"=4""1J ou

1 111
1 111
J = 1 1 1 1]
1 1 1 1
Exercice 4. Soit A la matrice
6 4 0
A= —4 -2 0
0 0 2

et B= A —2I. Calculer B? puis montrer que Vn >0, A" =2"Id +n2" 'B.
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Exercice 5. (Matrices et suites a récurrence linéaire d’ordre 2).

On considére la matrice

(1) Calculer A2. Expliciter o et 3 tel que A? = oA + S1d

(2) Montrer par récurrence qu’il existe a,, et b, tels A" = a, A + b, Id

(3) Expliciter a,,+1 et b,,1 en fonction de a,, et b,.

(4) Montrer que a est une suite récurrente d’ordre 2 puis expliciter a,, en fonction de n.
(5) En déduire l'expression de b, (on exprimera b, en fonction de a,, et a,1).

(6) Déterminer tous les coefficients de la matrice A™

3 Probabilités et suites

Un commercant dispose d’un stock de plantes. Chacune des plantes fleurit une fois par an. Pour
chaque plante ,la premiére année, la probabilité de donner une fleur rose vaut %, la probabilité de
donner une fleur blanche vaut i. Puis les années suivantes, pour tout entier naturel n non nul :

e si I'année n, la plante a donné une fleur rose, alors 'année n + 1 elle donnera une fleur rose.
e si 'année n la plante a donné une fleur blanche, alors elle donnera ’année n + 1 de fagon
équiprobable une fleur rose ou une fleur blanche.

On désigne par n un entier naturel non nul. Pour une plante donnée, on note p,, la probabilité de
I’événement R,, "la plante donne une fleur rose la niéme année".

(1) A Taide de la formule des probabilités totales, montrer que la suite (p,),>1 est une suite
arithmético-géométrique qui vérifie :

1 1

Pn+1 = §pn + 5

(2) En déduire l'expression de p,, en fonction de n et de p; .

2
(3) Que vaut p; ? En déduire p, , ainsi que la valeur de lim p,
n——+0o00

(4) (a) Quelle est la probabilité pour que la plante ne donne que des fleurs roses pendant les n
premiéres années !

(b) Quelle est la probabilité pour que la plante ne donne que des fleurs blanches pendant les n
premiéres années 7

4 Une suite récurrente (avec IAF)

On considére la fonction f définie par f(z) = Va2 —x + 1 et on note C la courbe représentative de f
dans un repére orthonormal. On définit la suite (u,,) par :

Ug =
Un+1

4.1 Calcul de u, par un programme informatique

| o

f(u,) sineN

Ecrire un programme en Scilab qui demande un entier n a 'utilisateur puis qui affiche les valeurs de
Ug, ULy .y Up.



4.2 Etude de la fonction f

(1) Montrer que f est définie sur R.

(2) Etudier f, préciser les limites aux bornes, puis dresser son tableau de variations.

(3) Montrer en particulier que C admet une asymptote A en 400, dont on donnera I’équation.
(a) Exprimer f’(z) en fonction de z et de f(z).
(b) Montrer que

1 3

(c¢) En déduire que
1

vee ], 17l

(4) Montrer que \/g > % En déduire, en utilisant la Question 4(b), que :
Vo € [%,1] , flz) € [%,1] :
4.3 Convergence de la suite (u,)
(1) Montrer par récurrence que
vneN, wu,E€ E,l].
(2) Démontrer que que
VneN,  |upy — 1 §%|un—1|.

(3) Montrer par récurrence que

1 n
vneN, |u,—1<|— ug — 1
in-11% () -1

(4) En déduire soigneusement que la suite (u,) converge vers une limite a préciser.

5 Intégration

Pour tout entier n on note:

1 1
I, = / e (1 — z)"dx et In = / ze (1 — z)"dx.
0 0

(1) (a) Former le tableau de variation sur [0,1] de z — ze™*",

(b) En déduire pour tout n de N :

1
Ogiﬁ£%2m+1f
(c) Etudier la convergence de la suite (J,,),,cy-
(2) (a) A l'aide d’une intégration par parties, établir pour tout n de N:
1 2
T+l n+tl
(b) En déduire la limite de I,, et celle de n.I,, quand n tend vers +oo.

n n+1-



