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Exercice 1. (D’aprés ESC 2006)
On consideére la fonction g définie sur R par g (z) = e* — z.
Pour chaque entier naturel n supérieur ou égal & 2 , on considére I'équation

(En) g(x) =n.

(1) (a) g est dérivable sur R (elle est méme de classe C*) et ¢’ (z) = €* — 1 donc on a le
tableau de variations

x —00 0 —+00
g (x) - 0 +
+00 “+00
1

En 4o00:g(x) =e*—z =¢e"(1 —x/e*) = +00 par croissance comparée.
En —o0: g (z) =€ —x — +00.

(b) On applique le théoréme de bijection. Comme g est continue et strictement décrois-
sante sur R™, elle est bijective de R™ dans [¢ (0),lim_,, g[ = [1, +o0].
Comme n > 2 appartient a [1,+oo[, I’équation a une unique solution sur R~ (et
comme ¢ (0) =1 # 2, alors oy, # 0).
De méme sur Rt ce qui permet d’obtenir £§,. On a ainsi g(a,) = n = g(B,) et
o, <0< pf,.

(2) On définit la suite (uy),cy Par
Ug = =-1
Upyr = e —2 7

(a) Onag(-1)=e'+1<2car—1<0douel<el=1¢etg(-2)=ec?+2>2
Donc g (—1) < g(a) < g(—2) et comme g est strictement décroissante sur R™, les
antécédents son rangés dans l'ordre inverse, c’est a dire

—QSOQ S —1.



DM n°11:

(b)

(e)

(f)

Par définition, 2 = g (az) = €*? — ay, ce qui donne immédiatement e** — 2 = qs.
Pour £ = 0 on a ug = —1 et donc ay < uy < —1: l'initialisation est bien vérifiée.
Supposons donc que, pour un certain entier £ > 0, on a ap < ux < —1. Comme la
fonction x — e — 2 est strictement croissante sur R,

@_9Le_92< et 22

et donc ap < upyq < e ' —2< —1car e ! <1, et la récurrence est ainsi démontrée.

Un bref coup d’oeil & I'inégalité cherchée nous incite a appliquer I'inégalité des ac-
croissements finis (IAF) a la fonction f(x) = e®. Sur lintervalle |—oo, —1], on a
exp’ (z) = e®* < e ! =1/e donc
1
0 <exp'(z) < -
e
Donc d’apres l'inégalité des accroissements finis, si b > a sont dans cet intervalle,
1
0<el—e* < =(b—a).
e

Pour tout entier naturel k,

Upyr — g = e —2—qp
= e —2—(e* —2) (d’apres (2b))
el — e

ce qu'on voulait. La récurrence suit aisément:

—2alors 0 <ug—ap < 1= (%)0.
mme uy et oy vérifient ay <

(avec a=ayetb=ug):

pour k =0,uy—as = —1 — s et comme —1 < ap <
Soit maintenant k£ > 0 tel que 0 < up — an < (%)
ur < —1, on peut appliquer 'inégalité obtenue au (2¢

\‘/Q

Ug41 — Qg =

<

IA

ce qui termine la récurrence.

k
Comme E‘ < 1, alors (%) — 0 et par le théoréme des gendarmes, u; — as — 0 ou

encore

lim U = Qa.
k—+o00

Comme la partie enti¢re vérifie [x] < z < [z] + 1 alors —In(e) < N et —N < In(¢)
d’ott exp (—N) < exp (In(¢)) et N vérifie

1\
(—) < epsilon.
e

N ., e .
Comme 0 < uy —ag < (é) , écart entre uy et ap est inférieur & €. Donc le calcul
de uy donne une valeur approchée de as & epsilon prés donc le programme complété
est le suivant.
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epsilon= ( ):
N= (- (epsilon) )+1;
u=-1;
for i=1:N
u= (u)-2;
end
(u)

(3) (a) D’apreés les variations de g, g () > 1 pour tout z € R.
g(nn) =e™™ —In(n) =n—In(n) <ncarn > 1doncIn(n) >In(l) =0ect on a
bien
1 <g(lnn) <n.
On a alors g (In (2n)) —n = e —In (2n) = 2n—ln (n)—In(2)—n = (¢ (Inn))—In (2).
Et comme 2 < e alors In(2) <let g(In(n)) —In(2) > g(ln (n)) —1>0. Ainsi,

g(In(2n)) > n.

(b) Onavuque g(In(n)) <n=g(B,) < g(In(2n)), et comme g est strictement croissante
sur R* et que tous les termes en sont éléments alors

In(n) < B, <In(2n) =1In(n) + In(2).
ce qui donne
i In(2)
L= In (1)

Par le théoréme des gendarmes, il suit que

P
In (n)

Exercice 2. (Probabilités, matrices et Scilab)

Un fumeur cherche a réduire sa consommation de cigarettes. Au moment ou il commencer
I’expérience, il fume chaque jour avec une probabilité de 0,9. Il décide d’adopter la stratégie
suivante: pour savoir 8'il va fumer le n—iéme jour, il commence par regarder s’il a fumé le (n —
1)—iéme jour:

<1+

— 1.

e Si oui, il lance un dé (équilibré, a 10 faces). Si le résultat est supérieur ou égal a 3 (ce qui
se passe avec probabilité 7/10 = 0,7), il fume;

e Si non, il ne fumera que s'il obtient (avec le méme dé) un résultat strictement supérieur a
7 (ce qui se passe avec probabilité 2/10 = 0, 2).

On note p,, la probabilité de fumer le jour n et ¢, = 1 —p,, celle de ne pas fumer. En particulier,
po=0,9¢et go=0,1. (On note P, et @, les événements correspondants.)

Une application de la formule des probabilités totales a 1’aide du systéme complet d’événement
{P,,Q,} donne

Pn4+1 = 07 7pn + 07 2Qn7 qn+1 = 07 3pn + 07 SQn-

(1) La remarque précédente, issue de la FPT, donne immédiatement

0.7 0.2
A= (0.3 0.8)'
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(2) Une récurrence immédiate permet de voir que

()= (0% 62) (53).

Il suffit donc d’écrire un programme qui calcule la puissance de la matrice A. Easy.

function y=fumeur(n)
X= i 13
A=| r H r 17
Y=(A"n*X);

y=Y(l);
endfunction
Xx= :
y= (x, fumeur);
(X, ¥,-1)

0.9 4

0.8
0.75
0.7 4
0.65 4+
064
0.55
H
05+
+
0.45 4
+
+
0.4 |

0354

03

On observe une convergence assez rapide de p,, vers 0.4.

Exercice 3.

(1) On constate que u, = (v/e)e ™. Ainsi, u, est multiple de la suite géométrique de raison
1/e, terme général d’une série convergente. Donc w,, converge et, de plus,

g () -y -2

="
= 1661

(2) On consideére la suite v,, définie pour n > 1 par

n n
Uy = )
n+1
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(a) On rappelle que, pour u proche de 0, on a In(1+u) = u—u?/2+0(u?). Par conséquent,

_— eXp<n2ln<nj_1>)ZeXp<—n21n<n;—1))
— exp (—nzln (1+%))
= oo (= (g (7))
= exp <—n+%+0(1)>,

ce qu’on voulait.
(b) Il découle du calcul précédent que

O exp(o(1)) — exp(0) =1, n — +oo.
u

n
En particulier, si la limite du quotient vaut 1, ce méme quotient est plus petit que 2
a partir d'un certain rang, ce qui donne encore v,, < 2u,,.
(c) Tous les termes de la suite (v,) sont positifs et v, < 2u,, avec u,, terme général d’une
série convergente. Par critére de comparaison pour les séries a termes positifs, on en
déduit que > v, converge.



