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Solution

Exercice 1.

(1) En revenant a la définition des quantités & calculer, on trouve facilement

a = 0 (impossible d’avoir deux touches aprés un seul tir)

2
Gy = P

az = (1—p)p’

(On rate au premier coup mais on réussit les deux autres)
(2) Notons T; I’événement "on touche la cible au i—eéme tir". On constate que
{T,, i NT>, Ty NTo}
forme un systéme complet d’événement. Par la formule des probabilités totales, on a donc

Apyo = P(An+2)
= P (An2) P(T1) + Prg,(Ang2) P(TL N Ty) + Pripg, (Ango) P(T1 N 'Th)

Or, chaque tir manqué "remet les compteurs a zéro", donc

PTlﬂTz (An+2) = O
PTlﬂTz (An+2) = P(AN) - an
PTl(An+2) = P(An—i-l) = Qn41

et on obtient bien la relation de récurrence

(%) any2 = (1 = p)ant1 + p(1 — p)ay.

(3) (a) On voit que
+oo
A=A,
n=1
et, les (A,,) étant clairement deux & deux incompatibles,

S=P(A) =) P(A) =) an
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(b) Il suffit de réindexer la somme

“+oo

>

n=3

+oo
Zan_al_a2
n=1

5'—-@1——a2

5'—-@2

(car a; = 0).

(¢) On somme chaque membre de 'égalité () entre 1 et +00, on obtient

“+oo
E Ap+2
n=1

)

5'—-a2 =

)

S—p* =

)

S1-1+p*) =
)

S —

—+00 “+oo
> (1 =p)ana+>_p(l—pa,
n=1 n=1

(1—=p)S+p(l—p)S

(I—=p+p(l—-p)S

=1.

(d) On peut conclure que, presque siirement, on touchera la cible deux fois consécutives.

Exercice 2. On considére les suites (u,,) et (v,) définies, pour tout n > 1 par

_n"/n

Unp+1

et Un:h’l( )

Unp )
emn! Uy,
(1) On fait le calcul
Uns1  (n+1)"M/n+1 " nle”
U, (n+ 1)lent! n"/n
(n+1) (n+1)vn+1\"
= X
e(n+1) ny/n
1 <n+1>"+é
= —X
e n
1\ "3

1
e

ce qu’on voulait.

n+
(1+3)
n
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(2) On en déduit alors que

Unp+1
v, = ln( )
Unp
1
1 1 n+j
= ln(—(l—i——) )
e n
= (n—i—l)ln(l—l—l)—l
2 n
B —I—l 1 1 n 1 n 1 ]
-\ 2 n  2n?  3n3 ¢ n3
1 n 1
= ol — ).
12n2 n?

(3) En divisant la formule précédente par 1/n?, on obtient

Up, 1
Tz~ 12 7O
et ainsi le rapport entre les deux termes tend vers 1/12. En particulier, au bout d'un
moment (que I'on appelle N), ce rapport est positif et plus petit que 1 (sinon on ne peut
pas se rapprocher de 1/12), ce qui donne bien ’encadrement cherché.
(4) Par comparaison de séries a termes positifs, la série > (1/n?) étant convergente (série de
Riemann avec aw = 2 > 1), la série de terme générale v,, est convergente.
(5) On constate que la n—iéme somme partielle de la série précédente fait intervenir x,. En
effet, on est face & une somme télescopique:

S = 3 (i) - In(wy)

= In(u,) — In(uy)

ou encore, la suite (z,) admet une limite ¢ en posant

n—1 e )
1
T, = In(uq) g vk—>g+ E v =: L.
k=1 k=1

En passant a I'exponentielle et en posant C' = 1/exp(¢) > 0, on a immédiatement

1 Ce "n"
U, = exp(x,) — c = M — 1.
n!

1l est possible, mais pas pour nous, de montrer que C' = \/2w. On aurait alors montré, dans
cette exercice, la formule de Stirling, donnant un équivalent trés utile d’une expression compliquée:

o V()



