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Solution

Exercice 1.
(1) La variable aléatoire X est égale au numéro de 1'urne qu’on choisit au hasard, on reconnait
la loi uniforme: X < U([1;n]). En particulier, pour tout k € [1;n], P(X = k) =1/n.
(2) La variable aléatoire Y est égale au numéro de la boule tirée qui peut donc étre n’importe
quelle valeur entre 1 et n. Ainsi, Y/(Q2) = [1;n].
(3) Si X = k, cela signifie qu’on tire une boule dans 'urne k. Si j € [1; k], alors la boule
numéro j est bien dans 'urne dans laquelle on tire et sa probabilité d’étre tirée est 1/k. Si
J >k, la boule numéro j n’est pas dans 'urne et ne peut étre tirée. En conclusion,
- sil<j<k
Pix=r)(Y =j) =
0, sij>k
(4) On utilise alors la formule des probabilités totales appliquée aus.ce {(X =k): 1 <k <n}.
Soit j € [1;n]:

PY =j) = ZP(sz)(Y:j)P(X:k)
k=1

= Y Px—p(Y = j)P(X = k)
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(5) Le calcul de I'espérance de Y est alors un calcul de somme double qui représente un excellent
exercice:
ey = Y -0-3 (1304
j=1 j=1 k=j
- XY
j=1 k=j
Or,



2 Solution

Donc,

Exercice 2. (D’aprés EML 2017) On considére une urne contenant initialement une boule bleue
et deux boules rouges. On effectue, dans cette urne, des tirages successifs de la fagon suivante: on
pioche une boule au hasard, on note sa couleur, puis on la replace dans I'urne en ajoutant une
boule de la couleur de celle qui vient d’étre obtenue.

Pour tout k£ € N*, on note By : "la boule tirée au k—iéme tirage est bleue" et R, ’événement:
"la boule tirée au k—iéme tirage est rouge".

Partie I - Simulation informatique

(1) Le programme ne pose aucune difficulté:

function s=EML(n)
b=1; / ) -repré

for k=1:n
X=rand();
if x<r/(r+b) then
s=s+1; [
r=xr+l;
else
b=b+1;
end
end
endfunction

(2) Les instructions permettent d’afficher la moyenne empirique (i.e observée) sur 1000 sim-
ulations de la variable aléatoire comptant le nombre de boules rouges obtenues aprées 10
tirages. Notant X cette variable aléatoire, on peut donc supposer que E(X) ~ 6.657.

Partie II - Rang d’apparition de la premiére boule bleue et rang d’apparition de la
premiére boule rouge

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére boule bleue et Z la
variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule rouge.

(3) (a) Si Y = n, cela veut dire que les n — 1 premiers tirages ont donné une boule rouge.
Plus précisement,

(Y:n):RlﬁRgﬁﬁRn_lﬁBn

D’aprés la formule des probabilités composées,

P(Y =n) = P(Ry)Pp,(Rs) x -+ x P (Rn_l | nﬁ Rk> p (Bn | nﬁ Rk> .
k=1 k=1
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Mais, si on a ﬂizl Ry, cela veut dire qu’on a déja tiré 7 boules rouges, et qu’on en a
donc rajouté j dans I'urne menant le total de boules rouges a 2 + 7, ainsi

/ 24 j
( k=1 3+

D’autre part,

k=1
Il suit que
9 n—22+‘ 1
Py =n) = - []]:—2

3 13+] n—+2
(T 2+ 1
B T2+ 0+ n+ 2
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on+1" n42
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ce qui est bien ce qu’on attendait.
(b) La variable aléatoire Y admet une espérance si la série de terme général n- P(Y = n)
est convergente, c’est a dire si la série de terme général

2n
(n+1)(n+2)

est convergente. Mais, ce n’est pas le cas. Un argument peut étre de voir que

on _2 1 1
n+1)(n+2) n 1+2+% 73 n

et d’utiliser le critére de comparaison des séries & termes positifs, la série harmonique
>~ 1 étant une série (de Riemann) divergente. La variable aléatoire Y n’admet donc
pas d’espérance et a fortiori pas de variance non plus.

(4) Il est clair que Z(2) = N*. Le méme raisonnement que précédemment permet d’écrire que
n—2 n—1
P(Z =n) = P(B,)Pg,(Bs) X -+ X P (Bn_l R Bk> P (Rn N Bk> .
k=1 k=1
Iei, P(B,) = 1/3,
j ‘
I+
P | B; B | = ——,
( ]+1‘ ]Q k) 3+
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Solution

Au final,
n—2 .
1 1+ 2
P(Z = = -
(Z=mn) 3<E3+j> nt2

B ’ﬁ 1+ 2

1+ +2) n+ 2
. 1x2 2
 onn+1) " n+2
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nn+1)(n+2)
Cette fois, la variable Z admet une espérance. En effet, la série de terme général nP(Z = N)
est convergente car
4n 4 4
nP(Z =n) = = < —
( ) nn+1)(n+2) (n+1)(n+2) = n?
et le critére de comparaison des séries & termes positifs s’applique (car la série de Riemann
> # est convergente). En revanche, Z n’admet pas de variance car elle n’admet pas de
moment d’ordre 2: la série de terme général n> P(Z = n) diverge pour la méme raison que
la série de terme général nP(Y = n) diverge.




