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% 3% Devoir Maison n°8 #*
# Solution *

# Partie 1. Ou l'on effectue la division d’un polynéme

(1) Tl est nécessaire de commencer par factoriser P(X) = X? —5X + 4, ce qui se fait sans mal,
via calcul du discriminant. On trouve donc P(X) = (X —4)(X — 1). Ainsi, 1 et 4 sont
les deux racines (simples) de P(X). Comme le degré de P est 2, le reste de la division
euclidienne de X" par P(X) sera de degré inférieur ou égal a 1. On cherche donc a,b € R
tels que R(X) =aX + B et

(x) X" = P(X)Q(X) + R(X)

pour un certain polynéome Q(X). Afin de trouver deux équations sur a et b on injecte dans
(%) les deux racines de P. On obtient le systéme de deux équations a deux inconnues que

l'on résout
at+b =1 a+b = 1
{4a+b - 4 T {—35 = 44

a = (4" —1)/3
= {b - E4—4ﬂ§?3

Au final,
X" =(X?-5X +4)Q(X) + % (4" = 1)X + (4 —4")).

# Partie 2. Ou 'on calcule la puissance n—iéme d’une matrice
2 1
A= (2 3) .
(1) Par définition du polynéme d’une matrice carrée, on a
P(A) = A* —5A+4l,

S T RN
- (8- ()

- 03.

On considére la matrice



2 Solution

(2) D’apres la question précédente

A" = P(A)Q(A) + R(A)
(4)  (car P(A) = 0)
)

(4" =1)A+(4—-4"1)

— Wl = 03

1/ 42 4r—1
~ o3\21n—1) 2x4n+1

(3) D’apreés les régles de calcul matriciel et la question précédente, si M = %A, on a

4" 42 4 —1

1\" 1 10™ 10™
MT == A" ==
10 3 S -1 2x 44
107 107

# Partie 3. Ou l'on fait des cadeaux

e Siune certaine année il offre des chaussettes, alors il offrira ’année suivante des chaussettes,
du thé ou du vin avec probabilités respectives 0.4, 0.3, 0.3;

e Sic’est du thé qu’il offre, ’année suivante, il offrira chaussettes, thé ou vin, avec probabilités
0.3, 0.4, 0.3;

e Enfin, si il offre du vin, ’année suivante ce sera toujours des chaussettes, du thé ou du vin,
mais avec probabilités 0.2, 0.1, 0.7.

On note ay, by, ¢, les probabilités respectives d’offrir chaussettes, thé ou vin & Noél la n—ieme
année.

(1) Comme chaque année on offre toujours 'un des trois cadeaux et un seul des trois, a,, b, et
¢, sont les probabilités d’un systéme complet d’événements {A,,, B,, C,,}. Par conséquent,
an + b, +c¢, = 1.

(2) D’apreés la formule des probabilités totales et les données du texte

ny1 = Pa,(An1) P(An) + Pp, (An1) P(By) + Fo, (A1) P(Cr)
= 0.4a, + 0.3b, + 0.2¢,.

De méme, on trouve
bpi1 = 0.3a, + 0.4b, + 0.1c,, et cny1 = 0.3a, +0.3b, + 0.7¢,.
(3) Comme ¢, =1 — a, — b,, on obtient
an+1 = 0.4a, + 0.3b, + 0.2(1 — a, — b,) = 0.2a,,0.1b,, + 0.2

et
bpi1 = 0.2a, + 0.3b, + 0.1.

(4) Les régles du calcul matriciel permettent en effet de voir que

) _ (0.2 0.1 (@) | (0.2 _
(bmﬂ) _'(02 03) \b,) Tlo1) = MAatE
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(5) Soit L = (5) € My (R) telle que ML + B = L. 1l suffit de résoudre:

0.2 0.1 T 0.2
ML+ B=L < (02 03)<)+<0.1)
02x+01y+02=z

022+ 0.3y +0.1=y

02z +01y+02=x
02x+03y+0.1=y
L

— 5/18
— 29
- ﬂ&)

(6) Pour n = 1, 'égalité est triviale: comme M'~' = I, on a clairement X; = X; — L + L.
Supposons que, pour un certain n > 1, X,, = M"Y(X; — L) + L. Alors,

Xpp1 = MX,+ B (D’apreés 4.)
= M-M"'(X,-L)+ML+B  (Par HR)
= M"(X,—-L)+L  (car ML+ B = L),

ce qui est bien la formule au rang n + 1. Ainsi, la récurrence est terminée.

(7) Combinant les résultats des différentes parties, on a

() = o (0055 3)) ()

4ty gl

1 101 10—t (13) 1 (5)
= — _I_ —
54 4n—1 -1 2x 4n—1 +1 —4 18 4

10n—1 10n—1
On a donc . 414 IR
n—1 4 n—1 _ 5
n — T, 1 —4 1o
=5 ( T 101 ) UT:
1 gr=1 1 2x4m 41 4
b, = — | 26 —4 —.
54 ( 1071 10n-1 ) + 18

(8) On voit alors que a,, — 5/18, b, — 4/18 et donc que ¢, — 1/2.



