ECE 1 - Année 2016-2017

Lycée francais de Vienne 7 ' y\\
Mathématiques - F. Gaunard Wien " /ﬁ&
http://frederic.gaunard.com Lycée Francais

-

Devoir Surveillé n°2

Solution

Exercice 1. (D’aprées EML 1993) Soit f la fonction définie par

z+1
r) = —— — 1.
/@) 2?2 +1

x Partie 1. Etude de f.
(1) (a) Pour tout z réel, 2% + 1 > 0, ainsi f est définie sur R.

(b) f est dérivable sur R car la fonction racine est dérivable sur |0; +oo] et, pour tout x
réel, 224+ 1> 0. Pour x € R, on a

f’(a:)—v +1—($+1)2\/— :E2+1—a:(x+1)_ —r+1
21 22+ 1(22+1) 22+ 1 (22 +1)
qui est du signe de —x + 1 . Donc f est croissante sur | — 0o, 1] et décroissante sur
11, +o0].
(c¢) Concernant les limites:
flz) = z+1 - c(l4+1/z) o x(l+1l/x) o z(l+1/z)

VZZ+1 2R+ 1/aY)  VaRJO+ 1/ || VO + 12

donc en +o00, f tend vers 0 et en —oo, f tend vers —2. On en déduit le tableau de
variations de f:

T —00 1 +00

P 2_1\

(2) (a) Multiplions par la quantité conjuguée

RVl 1—a?2-1 —?

1+vVeZ+1  14+4vVa2+1 14+VeZ+1

2

1—va2+1=

Le signe de cette quantité est le méme que celui de —x“: c’est partout négatif et cela

s’annule en 0.



Solution

(b) Il suffit ici de factoriser et d’utiliser la question précédente:

z+1 z+1 1—Va?2+1
r)—rt=———m—-1—1r=—7———-(142)=(r+1) ———,
/(@) L (o) =G+
ce qui permet d’en déduire facilement le signe et les points fixes (solutions de f(z)—x =
0):
x —00 -1 +00
flz) —x + 0

(3) Voici la figure tracée par Scilab sur [—10;10] (on propose également un zoom sur [—2;2])

054

-0.54

(4) Et les commandes permettant le tracé:
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function y=£f(x)

y=(x+1)/sgrt(x"2+1)-1;
endfunction
=
‘(Xr [X|IYI])

* Partie 2. Etude d’une suite récurrente.

(1) Si up = —1 on a alors pour tout entier n, u, = —1 et si ug = 0 alors pour tout entier n,
u, = 0. Choisir comme premier terme de la suite un point fixe de la fonction génére une
suite constante.

(2) On suppose ici uy < —1.

(a) On procede par récurrence. Pour n = 0 on a bien ug < —1.

Soit n entier tel que u,, < —1 alors u, et —1 appartiennent a | — 0o, 1] et f y est
croissante strictement donc f (u,) < f(—1) et u,4+1 < —1, ce qui termine la récurrence.

(b) On utilise le signe de f(z) — x sur | — co; —1[ ol se trouvent bien, d’aprés la question
précédente, tous les termes de la suite. Plus précisément, u, 1 — u, = f(u,) — u, >0
et la suite est bien croissante.

(c) La suite (u,) est croissante et majorée par —1. Elle est donc convergente par applica-
tion du théoréme de convergence monotone. Soit ¢ sa limite. Comme f est continue
sur R, elle I'est en /. Par passage a la limite dans la relation de récurrence définissant
Unt1, o0 obtient que £ = f(¢) qui ne peut étre vrai que si £ = 0 ou £ = —1. Mais, tous
les termes de la suite étant inférieurs a —1, on a que ¢ < —1 et par conséquent ¢ = —1.

(3) On suppose ici —1 < ug < 0.

(a) Comme f est strictement croissante sur | — oo, 1] et que —1 et ug en sont éléments,
f(=1) < f(up) et donc —1 < u;.
Comme f (z) < x sur | — 1,400] et que uy > —1, on a u; = f (up) < uy. Donc pour

n=0,ona—1<u <ug<0.Soit n tel que —1 < u,11 < u, <O0.

Comme f est strictement croissante sur | — oo, 1] et que —1, w41, u, et 0 en sont
élémentsa .f (1) < f(un—i-l) < .f (un) < f(O) et 1 < Upt2 < Upt1 < 0 pUiS que (un)neN
est décroissante et minorée par -1.

(b) Elle est donc convergente (toujours par convergence monotone). Soit £ sa limite. f est
continue sur R donc en ¢. Donc ¢ est solution de 'équation f(x) = z et £ = —1 ou
¢=0.

Mais comme (u,) est décroissante, elle est majorée par ug. Et par passage a la limite
ona: { <wuy<0Doncl+#0etl{=-—1.

(4) On suppose ici ug > 0. On a alors f(ug) = u3 < f(1) < 1 donc on se retrouve dans la
situtation précédente & partir du premier terme de cette suite.

(5) Les instructions suivantes permettent d’afficher ce qu'on demande (en considérant que la
fonction f est déja programmeée comme précédemment):

for k=1:n

end
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Exercice 2.
(1) Soit f I'application de R?® vers R? définie par f(z,y,z) = (2x + y,r — 3y). Pour montrer
que f est surjective, il faut montrer que tout élément (a,b) de R? admet (au moins) un
antécédent par f dans R3. Il faut donc résoudre le systéme

2r+1y = a r = (3a+0b)/7
f(:v,y,z):(a,b)@{x_gz =} <:>{y = Ea—Qb;§7

On a des solutions, ainsi f est surjective. En revanche, elle n’est clairement pas injective.
On voit que son expression ne dépend pas de z et par exemple

f(1,2,1) = (4,-5) = f(1,2,17).

(2) Soit g I'application de R? vers R?, définie par g(z,y) = (x — y,x + y). Pour montrer que
g est bijective, on montre que tout élément (a,b) € /R?* admet un unique antécédent dans
R? par g.
— r—y = a r = (a+0b)/2
g(x,y)—(a,b)@{ r4y = b ‘:>{ y = (b—
Il y a bien une unique solution, donc g est bien bijective et

1 _(a+b b—a
et = (50050

(3) Soit h l'application de R3 vers R?, définie par h(x,y,2) = go f(x,y,2). Par définition, on
a
h(z,y,2) = g(2v +y,v —3y) = 2 +y + 2 — 3y,22 +y — v+ 3y) = (3z — 2y, z + 4y).

Il est clair que h ne peut pas étre bijective car elle n’est pas injective car son expression de
dépend pas de z.

(4) Soit ¢ I'application de R* vers R*, définie par
oz, y,z,t) =(x+y+z+t,2x4+y—z+t, e —y+2z—t 3z +y+2).

On cherche a résoudre le systéme ¢(z,y, z,t) = (1,4, —2,0). On utilise un pivot de Gauss.

([ + y + 2+t = 1
B 2 +y — 2z + t = 4
QD(,T,y,Z,t)—(l,Zl,—Q,O) — r — vy + 22 — t = _2
(3 + ¥y + = = 0
(2 + vy + =z + t = 1
y + 3z + t = =2
— - 2y + z — 2t = =3
\ - 2y — 2z — 3t = =3
( — 2z = 3
= 9 Yo ee b = e
z = -1
4z — t = —7
\
( T — 1
= < 4 b= !
z -1
t = 3
\
( T — 1
Y = =2
< e - 1
t = 3
\
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Il y a donc un unique antécédent qui est (1, -2, —1,3).

Exercice 3. (Faux Billets - D’apres ESC 2003)
(1) D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e {B, B}, on a

p=P(F) = Ps(F)P(B) + P5(F)P(B).

Or, on sait (et on déduit) que:
e P3(F)=1-Ps(F)=1-a
o Pp(F)=p

e P(B)=1- P(B)

Ainsi,
B—p

a+pB-1
Comme, par hypothése, a + 5 > 1, il suit que o« +  — 1 > 0 et comme bien évidemment
P(B) > 0, cela impose que le numérateur est également positif et on obtient 5 —p > 0
ou encore p < . D’autre part, comme toute probabilité, P(B) < 1, ce qui donne (car le
dénominateur est positif) 5 —p < a+  — 1 ou encore p > 1 — a. Au final, on a bien
I’encadrement voulu.

(2) D’apres la formule de Bayes,

p=(1-a)P(B)+ (- P(B)) < P(B) =

Pp(F)P(B)
Pp(F)P(B) + Pg(F)P(B)
(1—a)(8-p)
a+p—1
(1-a)(B—p) + Blatp—1)
a+p—1 a+p—1

(1-a)(B—p)
pla+p5-1)"

Pr(B) =

ce qu’on voulait.
(3) D’aprés les notations du texte:
ea+f-1=2a-1=19-1=09
e p=21x+0.05
e f—p=09—=2x
o l—a=p—x=0.05

Il suit que
L PeB) = 1- 0.05(0.9 — z)
0.9(z + 0.05)
~0.9(x +0.05) — 0.05(0.9 — x)
B 0.9(x + 0.05)
B 0.95z
~0.9(z +0.05)’

ce qui est bien la formule attendue.

Exercice 4.

(1) (a) Si on sait qu'on lance la piéce A au n-iéme coup, on continuera a lancer la piéce A
au coup suivant si on fait FACE. Avec la piéce A, la probabilité de faire FACE vaut
2/5 donc Py, (A,s+1) = 2/5. Dans lautre cas, cela veut dire qu’on change de piéce
donc qu’on a fait PILE avec la piéce B, ce qui se passe avec probabilité 3/10 donc
P (Any1) = 3/10.
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(b) Comme {A,,A,} est un systéme complet d’événement, la formule des probabilités

totales donne

Apy1 =

P(An—i-l) = PAn(An-i-l)P(An) + PZn(An—i-l)P(Zn)

Ainsi la suite (a,,) est arithmético-géométrique. On suit donc le plan d’étude du cours
pour déterminer son terme général:
e On cherche 7 tel que

1 3

Wl =

e La suite (a, — ¢) est alors géométrique de raison 1/10 et on peut écrire

1 1\"! 1
ap— ==\ -—= a; — =
3 10 3

e D’aprés les données du texte, il est clair que a; = 1/2 (au premier lancer, la
piéce est choisie aléatoirement uniformément entre les deux).
e On synthétise:

11 "‘1+1
=5\ 10 3

(c) La probabilité de faire FACE au n—iéme lancer dépend du dé avec lequel on lance.
On utilise encore la formule des probabilités totales, avec le méme systéme complet

d’événements:

Pn

(2) On peut commencer

B,

2 7
= gan—i-ﬁ(l—an)
_ T3
10 10"

_ 3 _1/1\"
5 2\10) °

par exprimer By a l'aide d’intersections:

=FNEKBN. . NF_ NFyNEFgN..NE,.

(a) Afin de déterminer P(B) et P(B,), il faut savoir quelle est la piéce avec laquelle

o1 commence.

{Al,zl}I

On va donc utiliser la formule des probabilités totales avec le s.c.e

1

P(By) = Pa,(B1)P(Ay) + P3,(B1)P(4;) = 5 (Pa,(B1) + P5,(B1)) .

Ensuite, pour calculer chacune de ces probabilités conditionnelles, on utilise la formule

des probabilités
PA1 (Bl)

composées:

= Py (FiNEKN..NE,)
= PAl (Fl)PAlﬂfl (F2) n..N PAlﬂflﬂFzﬂ...ﬂF,,L,l(Fn)

B § 1 n—1
5\ 10
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(b)

()

car si on fait PILE au premier coup avec la piéce A, on lance ensuite la piece B.
Comme on fait successivement n — 1 fois FACE, on garde cette piéce jusqu’a la fin.
De la méme maniére, on trouve

3 2 n—1
o= 5 (2)
Au final, on obtient

o =310 56))
ST

On suit le méme raisonnement pour P(B,):

P(Bn) = (PA1(Bn) + le(Bn))

On remarque que

P(By)+ P(B,) = 2—90 ((%)n_l + (1—7())n_1> .

C’est encore le méme raisonnement:

P(B) = 5 (Pu(By) + Py, (B0)
1

OGO
o N ORE

La probabilité cherchée est celle de la réunion des By. Cette réunion étant disjointe,
on a
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car

et



