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Chapitre 1. Préliminaires

Ce premier (long) chapitre établit des points de vocabulaire, des notations, certains types de
raisonnements et des régles de calculs basiques dont nous aurons besoin tout au long de I'année.

Les éléments qui le composent ont, pour la plupart, déja été introduits dans le cursus de lycée.
Néanmoins, il est capital de s’en assurer une maitrise totale et rigoureuse afin de pouvoir progresser
dans le programme.

De plus, si ce formalisme peut paraitre factice (voire rébarbatif) pour des yeux de néophyte, il
n’en demeure pas moins nécessaire dés lors que les objets deviennent davantage abstraits et les
raisonnements plus longs et élaborés.

1 Notations

Certaines notations sont utilisées en permanence. Afin de lever tout doute qui pourrait subsister,
nous les rappelons rapidement.

1.1 Ensembles

Définition 1. (Notations ensemblistes)
Soient E un ensemble, A et B deux sous-ensembles (ou parties) de E et x un élément de E. On
note:

o x € A pour signifier que l’élément x appartient a A;
o x & A pour signifier que l’élément x n’appartient pas a A;

o A C B pour signifier que A est inclus (contenu) dans B (tout élément de A est donc aussi
élément de B);

o A ¢ B pour signifier que A n’est pas inclus dans B;

e A C B pour signifier que A est inclus strictement dans B;

e B\ A l’ensemble des éléments de B qui ne sont pas dans A;

e AN B lintersection de A et B: il s’agit de I’ensemble composé des éléments communs a
A et B;

e AU B la réunion de A et B: il s’agit de [’ensemble composé des éléments qui sont dans
A, dans B ou dans les deux;

e () l’ensemble vide (constitué d’aucun élément).
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Lorsque l'intersection de deux ensemble est vide (i.e. lorsque AN B = (), on dit que les ensem-
bles A et B sont disjoints.

On reviendra avec plus de détails sur la théorie des ensembles dans un chapitre futur.

Rappelons également les ensembles de nombres (qui permettent de les classer), déja rencontrés
au lycée.
Définition 2. (Ensembles de nombres)
o N : ensemble des entiers naturels.
N={0;1;2;...}
o 7 : ensemble des entiers relatifs, c’est a dire des nombres naturels ainsi que de leurs
0pPPOSES.
Z={.;-3;-2:—-1;0;1;2; ...}
e Q : ensemble des nombres rationnels. Il s’agit des nombres qui peuvent s’écrire comme
quotient d’un entier relatif et d’un entier naturel non nul.
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o R : ensemble des nombres réels. Il s’agit de tous les nombres rencontrés jusqu’a présent
et qui peuvent étre représentés, de facon biunivoque, par un point de la droite réelle.

Par exemple 3, =30, 1 1+2\/5;

mw; e... sont des réels.

Tous ces ensembles sont bien str des ensembles infinis (ils possédent une infinité d’éléments).
De plus, on a la suite d’inclusions
NCZCQGCR
Un nombre réel x qui n’est pas dans Q (ce qui se note = € R\ Q) est appelé nombre irrationnel.
On peut montrer par exemple que v/2 est irrationnel (voir Exercice 8 ci-apreés).

Enfin, il peut étre important de considérer les ensembles précédents ponctionnés de 0. Pour
alléger les notations, on note ces ensembles a 'aide d’une étoile placée en exposant. Par exemple,

R* =R\ {0}.

On ne revient pas sur la notion d’intervalle qu’il est cependant nécessaire de maitriser parfaite-
ment.

1.2 Notion d’application

Tout comme mentionné ci-dessus & propos de la théorie des ensembles, la définition suivante
(ainsi que des propriétés qui en découlent) sera (-ont) reprise (-s) dans un chapitre ultérieur.

Définition 3. (Notion d’application)
Une application f est la donnée d’un ensemble E, appelé ensemble de départ, d’un ensemble
F, appelé ensemble d’arrivée, et pour chaque élément x de E, d’un unique élément noté f(x).

On dit que f(x) est l'image de x par f. De plus, si y est un élément de F et que = est un
élément de E qui vérifie f(x) =y, alors x est appelé antécédent de y par f.
Une application f de E dans F' se note ainsi:
f: E — F
z — f(z)

Lorsque les ensembles de départ et d’arrivée sont des intervalles de R, une application est plutodt
appelée une fonction.
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Définition 4. (Quantificateurs universel et existentiel)

e Le symbole V signifie "quel que soit” ou "pour tout”.
Par ezemple Vo € R signifie "pour tout nombre réel x".

o Le symbole 3 signifie "il existe (au moins un)..." ou "on peut trouver (au moins un)".
Par exemple, 3x € R, x & Q signifie qu’il existe un nombre réel x qui n’est pas un rationnel.
On sait que c’est vrai (il y a par evemple \/2, 7w oue...), il y en d’ailleurs une infinité donc
aw moins un.

A Attention . Ces symboles servent a formuler de fagon précise des énoncés mathématiques. 11
ne doivent étre en aucun cas utilisés a des fins d’abréviation.

2 Rudiments de logique

2.1 Propositions. Implications. Equivalence
Définition 5. Une proposition (ou assertion) est un énoncé qui ne peut étre que vrai ou faux.

Par exemple, "I'entier n est pair" ou "2+2 = 4" sont des propositions. Si la seconde proposition
est bien tout le temps vraie, la vérité de la premiére dépend de la variable n. Pour certaines valeurs
de n, elle sera vraie, et pour d’autres, elle sera fausse (mais jamais les deux en méme temps).

Lorsqu’on fait de la logique, on note souvent les propositions P ou (), adoptant la convention
que "Supposons P" est en fait une abréviation de "Supposons que P est vraie".

Deux propositions qui sont simultanément vraies ou simultanément fausse ne sont pas les mémes;
on dira qu’elles sont équivalentes. Nous y reviendrons dans quelques paragraphes.

Définition 6. Soit P une proposition. On appelle négation de P, et on note "non P" ou —P,
qui est vraie si et seulement si P est fausse.

Par exemple, si P est la proposition "le nombre x est strictement négatif" et () la proposition
"I’équation (E) a des solutions", la négation de P sera —P: "le nombre x est positif ou nul" et
celle de @ sera —(Q): "I’équation (FE) n’a aucune solution".

Définition 7. Soient P et () deux propositions. La proposition "P et QQ", notée P N\ Q, est la
proposition qui est vraie si et seulement si P et () sont vraies simultanément. On ’appelle aussi
conjonction des propositions P et ().

Définition 8. Soient P et () deux propositions. La proposition "P ou Q", notée PV @, est la
proposition qui est fausse si et seulement si P et () sont fausses simultanément. On ’appelle aussi
disjonction des propositions P et Q).

Définition 9. Soient P et Q deux propositions. On appelle implication de Q) par P, et on note
"P = Q" l'assertion "—=PV Q": elle est donc fausse si et seulement si P est vraie et () est fausse.
Lorsque "P = Q" est vraie, on dit que P implique (ou entraine) Q.

Pour montrer que la proposition "P = Q" est vraie, on peut commencer par supposer que P est
vraie et montrer qu’alors () I’est aussi.L’implication "P = Q" peut se reformuler indifféremment:

e Si P, alors Q)

e Si —(Q) alors - P

e Pour que @, il suffit que P

e P est une condition suffisante pour que ()
e Pour que P, il faut que Q

e () est une condition nécessaire pour que P
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Exemple. Si A et B sont deux ensembles, montrer que A C B revient & montrer que x € A implique
r € B.

Définition 10. Soient P et () deuzx propositions. On appelle équivalence entre P et @), et on
note "P < Q", l'assertion qui est vraie si et seulement si P et (Q sont simultanément vraies ou
fausses (c’est a dire équivalentes).

L’équivalence "P < Q" peut se reformuler indifféremment:

e P si et seulement si )
e Pour que @, il faut et il suffit que P
e P est une condition nécessaire et suffisante pour que @)

Pour montrer que "P < Q" est vraie, on peut montrer que les deux propositions "P = Q" et
"(Q) = P" sont vraies. On dit qu’on proceéde par double implication.

Définition 11. Soient P et () deux propositions. La proposition "QQ = P" est appelée la ré-
ciproque de la proposition "P = Q".

Si I'implication P = () est vraie et que sa réciproque 'est aussi, alors P et () sont équivalentes.
Définition 12. Soient P et ) deux propositions. La proposition "-(Q) = —P" est appelée con-
traposée de la proposition "P = Q.

i Une implication est toujours équivalente a sa contraposée, mais attention elle n’est pas
équivalente a sa réciproque.

2.2 Logique et quantificateurs

La véracité d’une proposition peut dépendre d’un ou plusieurs parameétres. On note d’ailleurs
parfois P(z) au lieu de P une proposition dont 'expression dépend du paramétre x.
Ces paramétres peuvent étre "quantifiés" de maniére implicite (ou pas).

Par exemple "tout entier naturel est également un rationnel" peut s’écrire a I'aide des quantifi-
cateurs:

VneN, neqQ.

On observe d’ailleurs que la variable n choisie ici est muette; on aurait pu la remplacer par n’importe
quelle autre lettre.

Autre exemple, "tout nombre réel admet un nombre qui lui est supérieur" peut s’écrire
VreR, dy e R, x <y.

A Attention . Il est trés important de constater (et de comprendre) que 1'ordre des quantifica-
teurs est capital et ne peut a priori pas étre modifié sous peine de changer le sens (et la véracité)
de la proposition.

En effet, dans I'’exemple précédent, une inversion des quantificateurs donnerait
JyeR, VxeR, <y,

ce qui voudrait dire "tout nombre réel est borné" et ce qui est faux car 'ensemble est infini (alors
que la proposition précédente était, elle, vraie).

Plus précisément, dans la premiére proposition, le y dépend du = (qui lui est arbitraire) et peut
donc (éventuellement) varier suivant la valeur de celui-ci.

Dans la proposition avec les quantificateurs inversés, on aurait trouvé un y qui conviendrait pour
tous les x, ce qui n’est bien stir pas possible ici.

Il est donc bien important de comprendre cette différence qui pourrait paraitre subtile mais qui
en fait, ne l'est pas.
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Exercice 1. Ecrire, a I'aide des quantificateurs, la proposition suivante: "entre deux nombre réels,
il y a toujours un nombre rationnel". Que dire de la proposition avec les quantificateurs inversés?

On peut en revanche inverser deux quantificateurs successifs lors que ce sont les mémes. On dit
que deux quantificateurs V successifs commutent (et il en est de méme pour deux quantificateurs
3 successifs).

La négation d’une proposition avec quantificateurs provoque un changement des quantificateurs.
Plus précisément, si P(z) est une proposition qui dépend d’un paramétre z appartenant a un
ensemble F, alors on a:

-~ (Vz € E,P(z)) & (3x € E,~P(x))
Nier que quelque chose a lieu pour tout élément = équivaut a dire qu’il y a (au moins) un x pour
lequel cela n’a pas lieu.

On a également:
- (Jdz € E,P(z)) & (Vz € E,-~P(x))
Nier qu’il existe un élément x pour lequel quelque chose se passe équivaut a dire que quelque soit
I’élément x, cela ne se passe pas.

Exemple. La négation de la proposition "tous les habitants de Vienne parlent allemand" est bien
"il existe (au moins) un habitant de Vienne qui ne parle pas allemand".

Exercice 2. Soit f une fonction de R dans R. Ecrire & I'aide des quantificateurs puis nier (toujours
avec les quantificateurs) les assertions suivantes:

(1) f ne s’annule jamais sur R;
(2) f est strictement positive sur R;
(3) f n’est pas la fonction nulle.

2.3 Exemples de raisonnements

Les observations précédentes permettent déja d’établir certains types de raisonnements.

La premiére idée de raisonnement a laquelle on pense, est celle du raisonnement direct; pour
montrer que P implique (), on suppose que P est vraie et on montre que par conséquent () aussi.

Exercice 3. Soit n en nombre pair. Montrer que n? est encore pair.

Pour montrer la véracité d’une proposition du type "3z, P(x)" il suffit de donner un exemple
d’un z qui fonctionne (notons que ce n’est pas toujours possible; I'existence est parfois assurée par
des preuves non constructives et on ne connait pas toujours explicitement de = qui convienne. On
verra un exemple de ce genre de situation avec le Théoréme des valeurs intermédiaires dans un
chapitre ultérieur).

En passant & la négation, pour démontrer une proposition du type "Vz, P(z)" est fausse, on
peut donc trouver un z qui ne satisfait pas la proposition P(x). Cela s’appelle fournir un contre-
exemple.

Exercice 4. Montrer que ’assertion suivante est fausse: "toute fonction croissante est positive
sur son ensemble de définition".

Parfois, montrer directement une implication n’est pas facile. On essaie donc de prendre le
probléme différemment.

Définition 13. Raisonner par contraposée signifie que pour montrer qu’une implication "P =
Q" est vrate, on montre que c’est sa contraposée ") = —P" qui est vraie.

Exercice 5. Montrer que n pair est équivalent a n? pair.
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1 1

Exercice 6. Soient x et y deux nombres réels différents de 1. Montrer que z # y = —— —

Définition 14. Ratsonner par disjonction des cas signifie que pour montrer qu’une proposi-
tion R est vraie, on exhibe deux propositions P et @) telles que "PV Q", "P = R" et ") = R"
sotent toutes trois vraies.

En d’autres termes, il s’agit d’expliciter deux alternatives (qu’on a forcément) et qui chacune
entraine la proposition R.

Exercice 7. Montrer que, pour tout nombre entier n, n? 4+ n est pair.

Définition 15. Pour montrer qu’une proposition P est vraie, on peut ratsonner par l’absurde.
La démarche consiste a montrer que la négation de P méne a une contradiction logique.

Exercice 8. Montrer que V2 est irrationnel.

A Attention . Il y a une différence (peut-étre parfois subtile) entre le raisonnement par 1’absurde
et le raisonnement par contraposée. On s’en convaincra par exemple avec l’exercice suivant.

Exercice 9. Montrer que la somme d’un rationnel et d’un irrationnel est encore un irrationnel.

Il existe d’autre types de raisonnement (notamment par récurrence) que nous présenterons un
peu plus tard.

3 Calculs de base

3.1 Puissances entiéres d’un nombre réel
e Soient x € R* et n € N. On définit les puissances de x par
=1 et " =xxrxzx..xx (nfois), n>1

e Vne N* 0" =0.
e Soient z € R* et n € Z\ N (—n est donc un entier naturel non nul). On pose

Par exemple, 773 = m—lg

Il découle immédiatement de ces définitions les régles de calcul suivantes, déja bien connues.

Proposition 1. (Régles de calcul) Pour tous n,m € Z et tous a,b € R*, on a

a” x am =a""t™; (axb)" =a" xb" (@)™ =a™™m
_ 1 a” _
a® =1, a "t =—; — =q""
a” a™

On remarquera en particulier que
e Vne N, (0"=0;
eVnezZ, 1"=1,
eVneZ, (-1)"=1et(-1)""=-1

Exercice 10. Soit n € N. Simplifier I’expression suivante

B (_12)2n+1 (%)"_1
gngn .

Les formules suivantes sont 4 connaitre sans la moindre hésitation.

Proposition 2. (Identités remarquables) Soient a,b et ¢ trois nombres réels.
(a+b)? = a* + 2ab + b?; (a —b)* = a* — 2ab + b*; (a —b)(a+b) =a®>— b
(a+b)* = a®+3a*b+3ab® +b%,; (a—0b)* = a®—3a*b+3ab® —b*; (a—b)(a®+ab+b?) = a® —b*



Exercice 11. Soient a,b,c € R. Quelle est la formule de 1'"identité remarquable" (a + b+ ¢)??

3.2 Logarithme néperien

On admet I'existence du logarithme népérien, défini sur R :

In: R. — R
x +— In(x)

Proposition 3. (Propriétés remarquables du logarithme)

inga)x b) = ; lza() a) + In(b) ing%)): ln(la)(—) In(b) .

N E:—n n(a") =nln(a), ne€

va,b € Ry, In(a) = O@a—l In(e) =1lea=e
In(a) =In(b) & a=10 In(a) <In(b) ©a<b

3.3 Exponentielle

On admet D'existence de la fonction exponentielle, définie sur R:

exp: R — R
r — exp(r)

Il arrive qu’on note e” au lieu de exp(z).

Proposition 4. (Propriétés remarquables de I’exponentielle)

exp(a+b) = exp(a) x exp(b)  exp(a —b) = exp(a)/ exp(b)
Va.b e R exp(—a) = 1/ exp(a) exp(na) = (exp(a))”, neZ
’ ’ exp(a) =exp(b) & a=0b exp(a) < exp(b) < a<b
exp(a) =1<a=0

Proposition 5. (Lien entre exponentielle et logarithme)
Vz e R, Vy € RY, (e =y) < (x =1In(y))

En particulier,
Vo e R, @ = g

VeeR, In(e”) ==
3.4 Puissances réelles d’un nombre strictement positif

Les deux fonctions précédentes permettent d’étendre la notion de puissance & un exposant réel
(pour un argument strictement positif). Plus précisément:

Définition 16. (Puissances réelles d’un nombre strictement positif)
Soient v € R% et o € R. On définit

% = exp(aln(x)).

Les propriétés listées au paragraphe précédent permettent de voir que toutes les régles de calcul
de la Proposition 1 s’étendent bien aux puissances réelles d'un nombre strictement positif.

Proposition 6. (Régles de calcul étendues)
Pour tous o, 3 € R et tous z,y € R, on a

2% x 1P = 2P, (x x y)* = 2% x y*; (2%)F = zoxP
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Lorsque a = 1/2, on note plutot
Vi =3,

il s’agit de la racine carée de x; I'unique nombre positif dont le carré vaut x.

On rappelle qu’il faut savoir simplifier les écritures de racines carrées. Plus précisément, pour
simplifier v/z, on décompose = comme produit de puissances de nombres les plus petits possibles
et on utilise alors les propriétés des puissances pour "faire sortir de la racine" ce qu'on peut.

Ezxemple.

V200 = /8 x 25 = V23 x 52 = V23 x V52 = 2/2 x 5 = 10v/2.

A Attention . Si pour tout nombre réel positif z on a bien x = V2?2 = (y/7)?, il faut faire
attention lors de la simplification de v/ x? si on ne connait pas le signe de z.

En effet, pour tout z réel, 22 est positif et on peut donc calculer la racine carrée en gardant bien
a 'esprit que le résultat doit étre positif.
Par exemple /(—2)% = 2.

De fagon générale, on a, pour tout x réel, Va2 = |z|, ou |z| dénote la valeur absolue de z, dont
nous rappelons la définition ci-aprés.
3.5 Valeur absolue

Définition 17. La valeur absolue d’un nombre réel x est définie par

| = x, six>0
]l —x, siz <O

La fonction valeur absolue, x — |x|, est alors définie sur R.
En particulier, la valeur absolue d’un nombre réel est toujours positive, ce qui s’écrit
Vo e R, |z| > 0.

Proposition 7. (Proprié¢tés immédiates de la valeur absolue)
Soient x,y € R. Alors,
| —al=lal;  lexyl=lal x|yl [=[=7= sty #0.
y ol

De plus, (Jz| =0) < (x =0). Enfin |z — y| peut étre interprété comme la distance de z & y sur la
droite réelle.

Exercice 12. Oter le symbole valeur absolue de I’expression suivante
g(x) =2|x + 1] — |1 — 2z|.

Proposition 8. (Propriété essentielle de la valeur absolue)
Soient = € R et € > 0. Alors,
|z] <e<= —e <z <e

On en déduit la propriété suivante, outil essentiel en analyse.
Proposition 9. (Inégalité Triangulaire) Soient z,y € R. Alors,
|z +y| < [z + [yl
De plus, I'égalité est caractérisée:
[z +yl =zl + Yyl == 2y = 0

(On aura donc remarqué qu’il n’y a pas égalité en général.)
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Exercice 13. A partir de 'inégalité triangulaire, montrer que si z, y, z sont trois réels quelconques,
alors |z — z| < |z —y| + |y — 2|

La valeur absolue permet de formuler quelques égalités tres utiles.
Proposition 10. (Utilisation de la valeur absolue) Soient z,y € R.
(1) Sizy > 0, alors
x
inay) = tn(el) ) et o (Z) = mael) - G

(2) En particulier, si  # 0
In(2?) = 21In(|z]).
(3) Si zy > 0, alors

VA= VEVE e o “E
(4) (Relation fondamentale de la racine carrée)
Vr € R, Va2 = |z).
3.6 Partie Entiére

Définition 18. Soit x un nombre réel quelconque. La partie entiére de x, notée |z |, est ['unique
entier n tel que

n<zx<n-+l1.
On a donc naturellement ’encadrement

lz] <z < |z]+1, xz €R.

EJ T e — L%J —1,...

Une définition équivalente de la partie entiére de x est le plus grand entier n tel que n < x, ce qui
s'écrit 2] = max{n € Z: n < x}. (Il suit également que |z| +1=min{n € Z: n > x}.)

Par exemple,

Il est important de ne pas confondre la partie entiére d’'un nombre avec la troncature a l'unité

de ce nombre (qui consiste a supprimer les décimales). Les deux notions différent pour les nombres
négatifs.

La fonction partie entiére, définie sur R, x — [z ] est un cas particulier de fonction en escalier.
Elle présente notamment des points de discontinuité sur toutes les valeurs entiéres.
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Exercice 14. Soit © € R. Que vaut |z] + |—z] ?

4 Equations

On commence par rappeler la régle cruciale suivante:
Un produit est nul si et seulement si (au moins) un de ses facteurs est nul.

On rappelle ensuite les régles de calcul au sein d’une équation. On ne change pas une égalité en:

ajoutant (ou soustrayant) un méme réel aux membres de gauche et de droite;

multipliant (ou divisant) les deux membres par un méme réel non nul;

prenant 'inverse des deux membres (s’ils sont tous deux non nuls);

composant les deux membres par ’exponentielle;

composant les deux membres par le logarithme (s’ils sont tous deux strictement posi-
tifs);

e ¢élevant les deux membres & une puissance impaire.

/A Attention . Le passage au carré ou a la racine carrée sont un peu plus délicats.

L’équation 22 = a n’a de sens que si a > 0 et a alors deux solutions (—/a et \/a).

L’équation y/x = b n’a de sens que si > 0 et b > 0. Auquel cas, il y a une seule solution qui est
b2

De maniére générale, avant de résoudre une équation, il faut chercher son domaine de défi-
nition; c’est a dire I’ensemble des valeurs de I’ (des) inconnue(s) pour lesquelles I'équation a un
sens.

Par ailleurs, on essaiera toujours de se ramener a une équation factorisée (a I’aide des identités
remarquables par exemple) et dont le second membre vaut 0.

Par exemple,
=51 -5=0022- (V5 =0 (z—-V5)(z+V5) =0c2=V50uz=—V5.

Cette méthode permet notamment de justifier de la discussion et de la résolution des équations
du second degré.

Proposition 11. (Equations du second degré)
Soient a, b, ¢ trois réels avec a # 0. On considére I'équation

(E) azr® +br +c=0, x eR.

On introduit le discriminant, défini par A = b*> — 4ac. On distingue alors trois cas:

(i) Si A <0, alors 'équation (F) n’a aucune solution;
(ii) Si A =0, I'équation (F) se factorise:

(B) <= a(x + %)2 =0

b .

et admet donc pour unique solution r = —3-;

(iii) Si A > 0, 'équation (E) se factorise
(E) <= a(x —x1)(r —22) =0

—b—VA

—b+VA
2a 2a

ou ry = et 19 = sont donc les deux solutions de 1’équation.

Tout cela se combine pour la résolution d’équations diverses.
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Ezemple. Résolution de v2x +7 = -2 — x.

L’équation n’a de sens que si a la fois 2z + 7 > 0 (ce qui équivaut a =z > —% - voir le rappel des
régles pour les inéquations ci-aprés) et si —2—x > 0 (soit x < —2). Au final, la contrainte imposée
par ’ensemble de définition de cette équation est donc x € [—%; —2]. On peut donc écrire

7.
V22i+T=-2—-2 <= € |=3~2 2
204+ 7=(-2—1)

e [rzel-5-2
2?42 —3=0

e [rel-5-2
r=1loux=-3

N2+ T=-2—x <— z=-3.

Le résultat suivant a déja été vu au lycée dans le cadre des Polyndmes; on y reviendra d’ailleurs
dans une section d’un chapitre ultérieur qui leur sera consacrée.

Théoréme 1. (Principe d’identification)
Soient n,p deux entiers naturels non nuls, ag,ay,--- ,a, et by,bi, -+ ,b, des réels et o, 5 € R
tels que a < 3.

Les assertions sutvantes sont équivalentes:
(i) Vr € [o; B8],  anz™ + ap_ 12" + -+ ag = byaP + b, 7P 4+ by;

(i)

ag = bo
ap = b
(n=p)etq 1
a, = b,

Exercice 15. Déterminer a, b, c € R tels que la fonction P définie sur R par P(x) = az® + bx + ¢
vérifie
VeeR, Plx+1)—P(z)=ux.

5 Inéquations

On rappelle les régles de calcul au sein d’une inéquation. On ne change pas le signe d’une
inégalité en:
ajoutant (ou soustrayant) un méme réel aux membres de gauche et de droite;
multipliant (ou divisant) les deux membres par un méme réel strictement positif;
composant les deux membres par ’exponentielle;
composant les deux membres par le logarithme (s’ils sont tous deux strictement posi-
tifs);
e ¢élevant les deux membres & une puissance impaire.

On change le signe d’une inégalité en:

e multipliant (ou divisant) les deux membres par un méme réel strictement négatif;
e prenant l'inverse des deux membres (s’ils sont tous deux non nuls et de méme signe).

A Attention . Comme dans le cadre des égalités, le passage au carré (ou a la racine carré)
demeure délicat. Il faut évidemment faire attention au domaine de définition. Tout comme dans
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le cadre des égalités, on essaiera de se ramener a une inégalité factorisée et on utilisera un tableau
de signes.

Ezemple.
? >3 1" -3>0e 27— (V3)?2>0s (v —V3)(z+V3) >0
et on résout a l'aide du tableau de signes suivant:

Ainsi, on peut lire 'ensemble des solutions de I'inéquation dans la derniére ligne du tableau
2? >3 <= 1z €] — 00; —V3] U [V3; +00].

La factorisation établie a la Proposition 11 permet, & I'aide d’un tableau de signes de résoudre
des inéquations du second degré. Plus précisément, on rappelle la chose suivante.

Proposition 12. (Inéquations du second degré)
Soient a, b, ¢ trois réels avec a # 0. On s’intéresse au signe de I'expression
P(x) = az® + bz + ¢ =0, z € R.
On distingue trois cas, en fonction de la valeur du discriminant A = b% — 4ac:

(i) Si A <0, alors P(z) ne se factorise pas; il est de signe constant et ce signe est celui de a;
(i) Si A =0, alors P(z) = a(z + £)% on a donc le tableau de signes suivant:

_ =b
T o0 % +00

P(z) signe de a () signe de a

(iii) Si A > 0, alors P(x) = a(z—x1)(x —x5) (ol on a noté x; et x5 les deux solutions de P(z) =0
avec 1 < Z); on a donc le tableau de signes suivant:

T —00 X1 T2 +00

P(x) signe dea () signede-a () signe de a

6 Outils des études de fonctions

La résolution de différents types de problémes dans lesquelles des expressions algébriques appa-

raissent peut nécessiter I'utilisation d’arguments liés a ’étude de fonction. On en rappelle donc ici
les étapes.

Pour étudier une fonction f on effectue les actions suivantes:

e On détermine ’ensemble de définition Dy (c’est a dire 'ensemble des réels pour lesquels la
fonction est bien définie et son expression algébrique f(z) a bien un sens);
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e On peut essayer de simplifier I’étude (en restreignant 1’ensemble sur lequel on étudie la
fonction) en cherchant une éventuelle parité (paire ou impaire);

e On détermine les limites de f au bord de son ensemble de définition;

e On étudie la dérwabilité de f, on calcule cette dérivée lorsque c’est possible;

e A T’aide du signe de la dérivée, on dresse le tableau de variations de f;

e On trace la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (on peut s’aider en
plagant des tangentes particuliéres ou asymptotes si il y en a).

On rappelle les méthodes (et régles de calcul) pour certaines de ces étapes.

6.1 Limites

Il est important de connaitre le comportement de la fonction étudiée au bord de le son ensemble
de définition. Voici donc quelques limites de fonctions usuelles:
e Fonctions affines f : R - R, z+— ax + b (ot a,b, € R, a #0)
{—oo sioa>0 {+OO sio a>0

et lim ax +b= o s a<0

lim ax +b= +o00 si a<0 z—+00

T——00
e Fonction valeur absolue f: R — R, z — |z]

lim |z| = +o0 et lim |z| = +o0
T——00 T—+00

e Fonction carrée f: R — R, 2+ 22

lim z? = 400 et lim 2?2 =400
T—r—00 T——+00

e Généralisation: fonctions polynémes f : R — R, = +— a,2" + ap_12" '+ -+ + ag (ot

ap, ai, -+, a, € R avec a, # 0). On discute alors suivant la parité de n.
— sl n est pair
. _JHoo st oa, >0 . _JHoo st oa, >0
xl—lgloof(z)_{—oo si a, <0 ot xl—lgloof(z)_{—oo si a, <0

— si n est impair

lim f(a?):{_oo st an >0 et lim f(a?):{

400 si a, >0

T——00 400 si oa, <0 T—~+00 —o0 sioa, <0

e Fonction inverse f : R* - R, = — %

1 1 1
lim — =0~ lim — = —o0 lim — = +o0 lim — =07
T—+—00 T z—0= T z—=0t T =400 T
e Fonction logarithme In : R} — R, z — In(xz)
lim In(z) = —oc0 lim In(z) = 400
z—0+ T—+00
e Fonction exponentielle exp : R — R*, z — exp(z)
lim exp(x) =07 lim exp(z) = 400
T——00 T—>+00
e Fonctions puissances f : R} — R, z — 2% (ot a € R¥)
lim 2® — 0t si a>0 o lim 2@ — 4 T sioa>0
oot 400 si o a<0 sot0 1 0T st a<O

Naturellement, toutes les fonctions précédentes sont continues sur les intervalles qui forment
leurs ensembles de définition; en particulier, si zp € Dy, alors lim,_,,, = f(x).

La connaissance des limites de ces fonctions en un méme endroit permet d’obtenir, par com-
binaisons, d’autres limites. On rappelle donc les régles de calcul, i.e. 1'algébre des limites.
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(Parfois, le résultat est une forme indéterminée qui ne peut pas étre prévue a 'avance et nécessite
donc davantage de travail; ce cas de figure sera représenté par un "7").

Soient f et g deux fonctions, xy une valeur a l'intérieur ou au bord de l'intersection des deux
ensembles de définition et [, I’ € R U {£o00} telles que

lim f(z) =1 et lim g(z) =1

T—T0 T—xT0

e Somme: lim, ., (f(z)+ g(z))

I U ‘ —00 ‘ I'eR ‘ +o0 ‘
—00 —00 —00 ?
leR —00 [+ +o0
+00 ? +o00 +00

e Produit: lim,_,,, f(x)g(x)

z 'l —o | I'<0 0 !'>0 | oo
—00 +00 +00 ? —00 —00
<0 +o00 I x1 0 Ix1 —00
0 ? 0 0 0 ?
[>0 —00 I x1 0 Ix1 +00
+00 —00 —00 ? +00 +00
e Quotient: lim,_,,, %
z 'l 0 | I'<0 | o or [ r>0 ] +oo
—00 ? +00 +00 —00 —00 ?
1<0 0t v +00 —00 v 0~
0~ 0* 0 0 0 0 0~
0F 0~ 0 0 0 0 0F
>0 0~ v —00 +00 v 0t
+00 ? —00 —00 —+00 +00 ?
e Cas particulier: Inverse: lim,_,,, ﬁ
I | - | 1<0 | o 0r | 1>0 | 400
lim, ., ﬁ 0~ 1/1 —00 +00 1/1 0F

Certaines formes indéterminées sont cependant connues et bien utiles. C’est le cas de celles
rappelées dans la proposition suivante.

Proposition 13. (Croissances comparées) Soit a > 0. Alors,

1
lim z%In(z) =0 et lim n(x) =
z—0+ z—+oo T
et
lim z%exp(z) =0 et lim exp() = +o0

T——00 r—4+o0o %
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Pour résumer, n’importe quelle puissance (positive) de x 'emporte sur le logarithme alors qu’a
contrario, 'exponentielle I’emporte sur n’importe quelle puissance de x.

Graphiquement, certaines limites peuvent se traduire par la présence d’asymptotes.

En effet, si une fonction f a une limite finie en oo (i.e. lim, 1 f(z) = a, avec a € R), sa
courbe représentative admettra une asymptote horizontale y = a en 4-o00.

Si en revanche, il y a une limite infinie en un point xy € R au bord de ’ensemble de définition
(i.e. lim,,,, f(x) = £00), la courbe représentative admettra cette fois une asymptote verticale,
d’équation x = x.

Enfin, plus généralement, s'il existe a,b € R tels que lim, 1 (f(x) — (az + b)) = 0, alors la
courbe représentative de f admettra, en +00, une asymptote oblique d’équation y = ax + b.

On détermine a et b a ’aide des formules suivantes:

lim @) et b= lim f(z)— ax.

r—+oo I r—to0

a =

On détermine la position relative de la courbe par rapport a une éventuelle asymptote en étu-
diant le signe de la différence des deux expressions correspondantes.

Quand la courbe semble regarder dans une direction mais tout en s’en éloignant, on dit que
la courbe posséde une branche parabolique dont ’axe est donné par la direction que regarde la
courbe. Plus précisément,

Définition 19. On dit que la courbe représentative de f posséde une branche parabolique en
+oo de direction y = ax (avec a # 0) si
x
lim J(@) =a et lim f(z)—ax = £oo.
z—+00 I T—r+00
Si la limite de f(x) — az est plus 'infini, la courbe regarde I’axe par au-dessus, si la limite est
moins 'infini, la courbe regarde ’axe par en dessous.

Naturellement, on peut adapter la définition pour des branches paraboliques en —oc.

Remarque. Si, en revanche, la limite en I'infini du rapport @ est 0, on dit que la courbe pos-

séde une branche parabolique de direction 'axe des abscisses (Ox) (c’est le cas en particulier du
logarithme).

Enfin, si ce méme rapport tend vers 'infini, on dit que la courbe posséble une branche parabolique
de direction I'axe des ordonnées (Oy) (ce qui est le cas de 'exponentielle).

Ezemple. Soit f définie sur [0; +oo[ par f(x) = 2 — 1 —+/z. Un rapide calcul de limite montre que

. B - flx) . B

On conclut donc que la courbe représentative de f admet une branche parabolique de direction
y = x qu’elle regarde par au-dessus.
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6.2 Parité et symétries
Afin de rappeler la notion de parité, nous avons besoin d’introduire celle d’intervalle centré.

Définition 20. Soient I un sous-ensemble de R et a € R. On dit que I est symétrique par
rapport a a, st

Vr € R, at+rx€el=a—x€l
Dans le cas ou I est un intervalle et a € I, cela revient a dire que l’intervalle est centré en a.

Par exemple, R est symétrique par rapport a 0, mais c’est aussi le cas de R*, tout comme de
| — m; 7[, mais ce n’est pas le cas de [—8; 4+00].

Définition 21. Soit f une fonction ayant un domaine de définition symétrique par rapport a 0.
On dit que:

e f est paire si, pour tout v € Dy, on a f(—x) = f(x);

o f est impaire si, pour tout x € Dy, on a f(—z) = —f(z).

Graphiquement, une fonction paire est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées alors
qu'une fonction impaire est quant a elle symétrique par rapport a ’origine du repére.

i Meéthode . Lorsqu’on étudie une fonction, si le domaine est symétrique par rapport a 0 (et
uniquement dans ce cas, sinon cela n’a pas de sens), on peut chercher une éventuelle parité en
calculant f(—zx).

Le cas échéant, cela permet de restreindre l'intervalle d’étude ainsi que le nombre de limites &
déterminer. On déduit les informations concernant les valeurs négatives par symeétrie.

Exercice 16. Déterminer ’ensemble de définition, puis étudier la parité des fonctions suivantes:
(i) fre—ao+In(l —2z)—In(z+1);

S 1.
(i) g: 2z — TE

L’exercice suivant est un classique, dont la résolution est trés instructive. On recommande
vivement de s’y pencher.

Exercice 17. Montrer que toute fonction f (dont le domaine de définition est symétrique par
rapport & 0) peut s’écrire comme somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

On peut généraliser ces propriétés de symétrie de la courbe de f a d’autres axes ou d’autres
centres de symétrie. Plus précisément,

Proposition 14. (Axe de symétrie) Soit f une fonction dont I’ensemble de définition est symétrique
par rapport & a. La courbe de f est symétrique par rapport a la droite d’équation x = a si, pour
tout z tel que a + 2 € Dy, on a

fla+z) = fla—ux).
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La propriété précédente est équivalente au fait que la fonction x — f(a + ) est paire.

Exemple. On considére la fonction f définie par

fla) =2

Tt —x—2
2?2—z+1
On va montrer que sa courbe est symétrique par rapport a la droite d’équation z = %
Une rapide étude du dénominateur nous permet d’établir que Dy = R qui est en particulier
symétrique par rapport a % On calcule alors
f(l—i— ) GG -GHo) -2 jHrtat-5-x-2 2*-3
2 G+2?-G+2)+1 1+4+z+22—F-z+1 22+2

On constate alors que la fonction x +— f (% + :L') est bien paire (elle ne dépend que de z?). Ainsi,
on a bien la conclusion souhaitée.

Exercice 18. Dans chaque cas, montrer que la courbe représentative de f admet pour axe de

symétrie la droite d’équation x = a avec:
(i) froman(@) +(1—2)In(l —z) et a=1;
(i) f:z—Inja?+ 2 —2| et a = —1.

Proposition 15. (Centre de symétrie) Soient f une fonction dont ’ensemble de définition est
symétrique par rapport & zy. La courbe de f est symétrique par rapport au point I(x;y;) si, pour
tout z tel que ;7 +2 € Dy, on a

fler+x)=—f(x; — )+ 2y;.
La propriété précédente est équivalente au fait que la fonction x — f(z; + x) — y; est impaire.

Exemple. On considére la fonction f définie par

2
xt—=2x+3
fl@) = ——=—
x+1
On va montrer que sa courbe est symétrique par rapport au point [(—1; —4).
Ici, 'ensemble de définition est clairement | — oo; —1[U] — 1; +oo[ qui est bien symétrique par

rapport & —1. On calcule alors (pour x # 0)
(—1+2)*=2(-1+2z)+3 2 — 4z +6
1 4x) - (—4) = g= T
f(=1+z)—(-4) it 11 + . +— .

qui est bien I'expression d'une fonction impaire. On a donc bien la conclusion souhaitée.

dr  2®+6

)
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Exercice 19. Dans chaque cas, montrer que la courbe représentative de f admet pour centre de
symétrie le point J avec:

(i) f o 225 et J(0;1);

e2r—1

(il) f:a— =25 et J(1;0).

2—x
6.3 Dérivées et variations

Une fonction f est dite dérivable en un point xy de son ensemble de définition si la limite
x)— f(x
S~ )
T—x0 T — X
existe. Auquel cas, cette limite est appelé nombre dérivé et noté f'(xy). La fonction x — f'(x) est
appelée dérivée de f.

Si f est dérivable en z(, alors la courbe représentative de f admet une tangente au point
d’abscisse zy dont 1’équation est

Toy:  y=f'(o)(x — x0) + f(20).

Voici quelques fonctions usuelles dont la dérivabilité ainsi que l'expression de la dérivée est
rappelée.

e Fonctions affines
f x> ar + b est dérivable sur R, et Vz € R, f'(z) = a;
e Fonction valeur absolue

1, siz>0

: - o : o) —
f x> |x| est dérivable sur | — oo; 0[ et sur |0; +oo[,et f'(z) = {_1’ Siz<0

e Fonction carrée
f: o+ 2% est dérivable sur R, et Vo € R, f'(z) = 2u;

e Fonction inverse
frax— % est dérivable sur R*, et Vo € R*, f'(z) = —=

e Fonction logarithme

I

1
[z In(x) est dérivable sur RY et Vo € RY, f'(z) = =



19

e Fonction exponentielle
f @ — exp(z) est dérivable sur R et Vo € R, f'(z) = exp(z);
e Fonction puissance
f:x— 2%« € R) est dérivable sur RY et Vo € R, f/(z) = az®™!;

e Cas particulier: fonction Racine carrée
1

— 5

On présente, sous forme d’un tableau, les régles de calcul concernant les opérations sur les
dérivées (somme, produit, quotient, composition, ...).

[ @+ /x est dérivable sur RY et Vo € RY, f'(x)

Soient f et g deux fonctions dérivables sur leurs domaines de définition Dy et D,.

Fonction Dérivée Domaine de validité
AxfOAER)|  Axf Dy
f+yg f+q D;ND,
fxg f'xg+fxg DyND,
! _ij_; {zeDs: f(x)#0}
! D929 e, : o) #0)
gof (gof)xf | {zeDs: f(z) €Dy}
frneN) |nxfxf! Dy
L em _;;jl’ {zeD;: f(x)#0)

[ a>0) |ax f'xfotl {zeD;: f(z)>0}

6f f/ X 6f Df
In/) = [reDs: f(x) >0}

i Comme déja (bien) vu au lycée, le signe de la dérivée d’une fonction dérivable permet
d’obtenir le sens de variation de celle-ci. En effet, la fonction sera (strictement) croissante sur
'intervalle ou sa dérivée est (strictement) positive et décroissante sur un intervalle ou sa dérivée
est négative. Ces notions seront revues lors d’un chapitre dédié¢ a la dérivabilité des fonctions
(calcul différentiel).

Ezemple. Etudions la fonction définie par f(z) = In(z + 1) + L.

Concernant ’ensemble de définition, il faut trouver a la fois les valeurs de z pour lesquelles le
logarithme est définie (c’est a dire x + 1 > 0) et pour lesquelles le dénominateur ne s’annule pas

(x —1#0).
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On combine facilement ces deux conditions pour obtenir que Dy =] — 1; 1[U]1; +o00[. Il n’y aucune
parité ici et on ne peut donc pas restreindre l'intervalle d’étude.

Les opérations sur les limites nous permettent de déterminer le comportement de f au bord de
son intervalle de définition:
limlf(x) = —00; lim f(z) = —o0; lim f(z) = +o0; lim f(z)= +oc.
T——

rz—1— r—1t T—+00
D’autre part, la fonction f est dérivable sur son ensemble de définition comme combinaisons de
fonctions usuelles. Le calcul de la dérivée donne
1 1 x(z — 3)
!

T) = - = x € Dy.

NS ey S e ¥l peaag 3 o % !
On peut donc facilement déterminer le signe de cette dérivée et dresser le tableau de variations de

f:

x -1 0 1 3 +00
f(x) + 0 — — 0 +
-1 +00 +00
F PN ~__ - _—

On peut également s’intéresser a la banche infinie de la courbe de f. On calcule la limite en
+oo de @ On a
1 1 1
lim f@) _ lim n(z+1)

=0.

rz—4+00 X T—~400 xT LE‘(SL’ — 1)
On peut donc en conclure que la courbe de f admet une branche parabolique de direction I'axe
des abscisses (Ox) qu’elle regarde par au-dessus (f(z) reste positif quand z — +00).

Toutes les informations précédentes permettent enfin de tracer I’allure de la courbe représentative
de f ainsi que ses deux asymptotes verticales.
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Exercice 20. Montrer que,
Ve>—1, In(l+z) <.

7 Autres exercices

Exercice 21. Soient f et g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs
les expressions suivantes:

(i) f ne s’annule jamais; (ii) f est inférieure a g; (iii) f est positive;
(iv) f n’est pas positive; (v) f n’est pas la fonction nulle; (vi) f est majoré par 5;
(vii) f est majorée; (viii) f est strictement décroissante.

Exercice 22. Soit f : R — R. Nier les énoncés qui suivent:
(i) Pour tout z € R, f(z) < 1; (ii) Il existe x € R tel que f(x) > 0;
(iii) L’application f est croissante; (iv) L’application f est croissante et positive.

Exercice 23. On consideére les assertions suivantes :
(i) Ve eR, Vy e R, z+y >0

(ii) Ve € R, Jy e R, x4y > 0;

(iii) 3r e R, Vy € R, x4+ y > 0;

(iv) 3z € R, Vy € R, y* > .
(1) Donner la négation de chacune des propositions précédentes.
(2) Sont-elles vraies ou fausses 7

Exercice 24. Nier la proposition suivante :
Tous les habitants de Vienne qui ont les yeux verts gagneront au loto et prendront leur retraite
avant 50 ans.

Exercice 25. Compléter les pointillés par le connecteur logique <=, = ou <.

(i)az?=4------ x =2 (ii) /7 existe «----- r>0; (ii)e*=1------ x = 0;
(iv) x| <5------ 0<z<5 (vyzeANB------ reA (vijzeAUB------ x € B.

Exercice 26. Pour n € N, écrire les expression suivantes sous la forme d’une seule puissance:
A=9x (=3 B=(-1)"x(=3)""" C=—-4x(-2)"1 D=—-4x (=21

_1 n—1. _1 n+1. _ 1 n_l. _ —1 e
E=g(-2"" F=(-2)", G = 4(2) L H=4( .

Exercice 27. Réécrire les expressions suivantes sans le symbole de valeur absolue:
(i) A(x) = |z +1|; (i) B(x) =|1—2z|; (iii) C(x) = 3|22 + 5| + | + 2|

Exercice 28. Dans chaque cas, montrer que Va € I, |f'(z)| < M avec:
(i) f:ax—2? I=]-2;3] et M =6;

(i) f: 2 e* —6x, I =[0;In(2)] et M = 4;

(ili) f: x> In(z) — 22, I = [3;+oo[ et M = 2.

Exercice 29. Dans chaque cas, déterminer a,b € R tels que

(i)
(i)

Ve €R, a(z+1)(x+2)+b(z+2) =32° + 27 —§;

b1
r+1 a2+

Vo € R, g—I—
T
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Exercice 30. (Extrait du DM n°2, Octobre 2015)
(1) Montrer que

+
Va,y >0, Y

(2) En déduire que
Va,y,z >0, (z+y)(y+2)(z +2) > 8xyz.
(3) Montrer que
Vr,y, 2 € R, (z+y)y+2)(z+z)=(xy +yz+zz)(x+y+ 2) — ayz.

(4) Déduire des deux questions précédentes que

1 1 1 9
Va,y,z >0, S R R —
r Yy z Tt+tytz

Exercice 31. Résoudre les équations suivantes:

(i) 2? — 6z + 3 = 0; (ii) 11z — 32 = 22;
(iii) 2522 + 202 + 8 = 4; (iv)z — 2=z
4 2 . 1
(v) 3z* + bx* — 2 =0; (V1)x—2+3_$:0;
(vii) In(z + 3) + In(z + 2) = In(z + 11); (viii) In(z? + 5z + 6) = In(x + 11);

(ix) In(—x — 2) = In(—z — 11) = In(z + 3); (x) Va? —4 =3 —u;
Exercice 32. Discuter, suivant les valeurs du paramétre réel m, 'existence des solutions réelles
de I'équation (E) ci-dessous. Que dire du signe des solutions éventuelles?

(E) 24+ 2(m+ 1)z +6—2m? = 0.
Exercice 33. Résoudre dans R les inéquations suivantes:

(i) 2? — 5x + 4 > 0; (i) =922 + 242 — 16 < 0;  (iii) (z —2)(1 — ) > 2(5 — 2);

(iv) V] 22 =1 <2 -5 (v)2va?-12>u; (vi) | x4+ 4 |< 3 — 2.

Exercice 34. Etudier et représenter la fonction f définie par f(z) = z~ @),

Exercice 35. (Extrait du DM n°1, Septembre 2015)
Soit f la fonction définie sur ]0; +o0o[ par f(x) = 2'*%. Dans tout lexercice, C désignera la
courbe représentative de f.

(1) Justifier que f est bien définie sur R .
(2) Déterminer les limites de f aux extrémités de son ensemble de définition.
(3) On définit une fonction g sur Ry en posant

o(z) = {xH%, six >0,
0, six = 0.
La fonction g est-elle continue 7 On dit que g prolonge par continuité la fonction f.
Expliquer cette terminologie.
(4) Montrer que, pour tout réel z strictement positif, on a In(z) <z + 1.
(5) Calculer f'(z) pour > 0 et dresser le tableau de variations de f.
(6) Etudier la la branche infinie de C en +oo.
(7) Préciser 'équation de la tangente 7 & C au point d’abscisse 1.
(8) Construire C et T dans un repére orthonormé.



