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Interro (plus vraiment Express) n°4

Solution

Exercice 1. On considére, pour n € N*, ’équation
(E,) e’ + 2" =4
et la fonction f,, définie sur [0; +oo[ par f,(z) = e* + 2.

(1) La fonction est clairement dérivable sur [0; +00] comme somme de deux telles fonctions usuelles. On
a f!(z) =e* +nz" ! > 0 pour tout x > 0. Ainsi, f, est strictement croissante:

T 0 +o00
() +
+00
fa /
1

Comme f,, est continue et strictement croissante, elle réalise donc une bijection (grace au théoréme
du méme nom) de [0; +-o00[ sur [1;+oo[. Comme, de plus, 4 € [1;400[, 4 admet un unique antécédent
par f,, ou encore (F,) admet une unique solution (dans [0;4oc[) que l'on note w, et qui vérifie
naturellement (par définition)

e +u, = 4.
(2) On voit immeédiatement que f,(1) =e+1 <4 = f,(u,). Comme f, est strictement croissante, il est
alors clair que u, > 1.
(3) Utilisant que
elntl 4 uZﬂ =4 < et =4 — uZﬂ,
on peut évaluer
Faltng1) = € +up g =4 —uply +up g =4+ U (1= Unp).
Or, u,y1 > 1, donc la quantité précédente est strictement inférieure a 4. Comme f,, est strictement
croissante, il suit que u,, > u,; donc la suite (u,) est décroissante.
(4) La suite étant décroissante et minorée (par 1), le théoréme de convergence monotone assure qu’elle
converge vers un réel /. Comme w,, > 1 pour tout n, on a de plus ¢ > 1.
(5) On sait que
e tu, =4 u, =4—e".
Sil>1,
uy = exp(nIn(u,)) — +oo0,n — 400
alors que 4 — e'» — 4 — ¢e*, (car exp est continue) entrainant une contradiction. Ainsi,

lim wu, = 1.
n—-4o0o
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Solution

Exercice 2. On définit sur R une fonction f par

(1)

e’ —1 i
f(z) = —— siz # 0
0, siz=0
Il est clair que f est de classe C' sur | — oo; 0[ et sur ]0; +0o[ comme quotient de deux telles fonctions

dont le numérateur ne s’annule pas. Le probléme est donc uniquement en 0. On va alors vérifier que
f dérivable en 0, puis que f’ est continue en 0. Le taux d’accroissement de f en 0 vaut

e —1
2
(c’est la limite usuelle (e" — 1)/u en 0 obtenue justement comme limite du taux d’accroissement de
exp en 0). Ainsi, f est dérivable en 0 et f'(0) = 1. Par ailleurs, si  # 0, on a

(222 — 1) +1
flla) =
C’est alors grace au développement limité de exp en 0 que l'on peut calculer la limite de f’(z) en 0.
En effet, pour = proche de 0,

— 1, x — 0,

e =1+ 2%+ o(z?),
et il suit qu'on peut écrire (en intégrant au reste toute quantité qui, factorisée par 2 tend encore vers
0)

, 222 — D)1+ 22 +0o(z?)+1 222 —1— 2%+ o(2?)
f(ﬂ?) = 72 = 72
2 4 o2 /
_ xxi‘;(x)zwo@)—m:fm), v 0

et f’ est alors continue en 0. Il suit que f est bien C* sur R.
Notons % : = — (222 — 1)e®” + 1. Cette fonction est définie et dérivable sur R. On a /(z) =

(423 + 2z)e*” = 22(22% + 1)e*” et il est alors facile de dresser le tableau de variations de h et d’en
déduire son signe.

x —00 0 +00
h(x) — 0 +
+00 +00
L \ /
0
h(x) + 0 +

Mais h(zx) représente, pour z # 0, le numérateur de f'(x). Comme f'(0) = 1, il suit que f'(x) > 0
pour tout x réel, et f est strictement croissante sur R. Par le théoréme de bijection, f réalise une
bijection de R dans R, et f~! a les mémes variations que f.

g /
—+00
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(3) On sait que f est dérivable sur R et que f’ ne s’annule jamais. Il suit que, par un théoréme du cours,
f~1 est elle aussi dérivable sur R et qu'on a

1
! (@)= — .
0= )
Or, comme f(0) =0et f/(0)=1,ona f'(0)=0et (f1) (0) = 1. Le développement limité de f~
en 0 (dont lexistence est assurée par la dérivabilité de celle-ci en 0) est alors
fH @) = 0+ () (0 + ofx)
= z+o(x).

(En particulier, y = z est tangente a la courbe de f~! en 0.)



