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Interro (plus du tout Express) n°6

Solution

Exercice 1. (Question(s) de cours)

(1) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre .
(a) Par définition d’une loi de Poisson de paramétre A\, X (Q2) = N et, pour tout k£ € N,

Ak
_ =

De plus, on sait que X admet une espérance et que E(X) = A.
(b) Le théoréme de transfert affirme alors que Y admet une espérance si la série

1
> ——P(X =k)
= kE+1
converge. Or,

1
kE+1

Ak e—A Ak+1
PX=kl=e*—"—___ -~
X =k = e = X Gy

ce qui est bien le terme général d'une série convergence comme multiple d'une série expo-
nentielle (décalée). De plus,

EY) = Y %HP(X = k)
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(2) On a déja vu cette formule. Elle repose sur le fait que

P(X=k) =P(X >k—1)—P(X > k)



Solution

et sur un décalage d’indice. C’est un peu une "intégration par parties discrétes".

B(X) = ikP(X:k:)

— ik(P(X>k:—1)—P(X>k))

= Zn:kP(X>k:—1)—zn:kP(X>k)

— ni(k+1)P(X > k) —ik‘P(X > k)
= niP(X>k:)+nik:P(X>k)—ikP(X>k:)

= nZ_IP(X>k;)—P(X>n)

n—1
= Y P(X>k)
k=0
ce qu’'on voulait (car P(X >n) =0).

(3) (a) I y a 50 faux billets et 50 vrais billets. Pour un faux billet, la probabilité de ne pas étre
détecté est de 1/20. Ainsi, X; — B(50,1/20). Pour un vrai billet, la probabilité d’étre
¢liminé est 3/5. Ainsi, Xy — B(50,3/5). On connait les espérances des lois binomiales:

1 5 3
E(X;) =50 x 20 =3 E(X2)—50><g—30.
(b) Soit T le total de vrai billets apportés a la banque et acceptés et S la somme d’argent
correspondante. Clairement, S = 507". De plus, T' = 50 — X, (il s’agit des vrais billets

auquel on soustrait ceux que la machine a éliminés). Par linéarité de I'espérance
E(S) = 50E(T) = 50 x (50 — E(X,)) = 1000.

(4) On a écrit cette fonction en TP:

function y=Attente(p)
y=13
while ()==p
y=ytl;
end
endfunction

5) La fonction f étant continue sur R, elle y admet des primitive. Par un résultat du cours, la
y
primitive F' de f qui s’annule en 0 est donnée par

F(z) = /O " Fdt.

On observe que f(t) =1 - (4¢%)(1+ ¢*)=%2. Par conséquent,
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(6) On intégre par parties

I = /Oxt(et%—e_t)dt
— e e [ e ar

(
z(e® —e™®) — e +e7']7
(e —e ™) —(e"+e )+ 2.
(7) En posant v = In(t), on obtient u/(t)dt = dt/t = du. Ainsi,

;o /2 In(t)dt
St =In(t)?)
/ln(2) udu 1 /ln(2) —2udu
N In(1)=0 1—U2_ 5 0 1—u2

= — [(1 —u?))?

In(1 —1n(2)?)
5 .
(8) Il est clair que 1 + e” > e”. Par passage a l'inverse, on a I'estimation demandée. Par positivité
de l'intégrale, on a donc

2

moodt " —elt 1 —e
0 1+ent 0 n 0 n

et ainsi, par le théoréme des gendarmes, (u,) converge vers 0.

Exercice 2.
(1) (a) Soit g # 1. Par manipulation du symbole ¥:

n

n n n—1
Q=) kg = > k¢! Zk => (h+1)-¢"=> k-g
k=1 k=1 h=0 k=1

n

n—1

= th—l—Zh-qh—Zk-qk—i-O
h=0 h=0 k=0
n—1 n—1 n—1

= th—i—Zh-qh—Zk-qk—nq”

k=0
_ n_ ¢ —1 n
= Zq —ng" —ﬁ—nq

(n—|—1) —ng"™ -1

Donc

(b) 11 suit que, en prenant g = 2,

n n 1927 — 2n+1_1
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(2) (a) Il y a dans I'urne 2 boules numérotées 0 et 2F boules numérotées k pour chaque k de 1 & n.
Au total, il y a donc

n+1

2+22’f:2+22’f—1:ﬁ+1:2n+1
k=1 k=0

boules dans 1'urne.
(b) Chaque boule a la méme probabilité d’étre tirée. Comme chacune d’entre elle peut étre
tirée, X(Q2) = [0,n]. De plus,

P(X =0)=2/2"" =27 P(X=k) =2F/2""t =2kl 1<k<n.

(¢) On calcule alors 'espérance, utilisant la formule obtenue en préambule:

E(X) = zn: kP(X = k)

= 0xP(X=0)+) k2F!
k=1

= 27! zn: k2"
k=1

= 27" (2" (n—1) +2)
= n—142""

(3) (a) Sion sait que X = 0 est réalisé, alors Y prend la valeur 0 avec probabilité 1 (et ne prend
aucune autre valeur). Ainsi,

1, sit=0

P(Y:”X:O):{O il1<i<n

(b) Pour k > 1, sachant X = k, il reste dans 'urne les boules de numéro compris entre 0 et
k—1. Il y en a 2*. Elles sont équiprobables. Il y a 2 boules numérotées i dans le cas ou
1 <1< ketilyatoujours 2 boules numérotées 0. Il suit que

2/2k sii=0
P(Y=i|X=Fk={ 2028 sil1<i<k
0, sii>k

(c) Il apparait que Y (2) = [0,n — 1] (Y ne peut prendre la valeur n car si X = n alors on
retire les boules numérotées n). D’aprés la formule des probabilités totales et les calculs de
la questions précédente, on a

P(Y=i)=) P =i|X=kP(X=F).
k=0
On distingue alors i =0 et 1 <7 <n. On a donc

P(Y =0) = P(Y:0|X:O)P(X:0)+iP(Y:0|X:k)P(X:k)

n

2 1 2 28 1 p
= P(X:0)+Z?P(X:k;):2—n+z?x2n+1:2_n+2_n
k=1

k=1

n

n+1
on
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Pour 1 <i<n—1:

D PY=ilX=KPX=k=D 5 55
k=0 k=i+1

n—1.

gn+1

(d) On applique le résultat précédent

iP(Y:i)

ce qu’on voulait.

n—1 n—1 n—1

n—+1 n—i, n+1l n ; 1 i
on +Z 2n+12: on +2n+122—2n+12”2

i=1 i=1 i=1

n+1 n 2" —1 1 n
on +2n+1 <2_1 —1)—2n+1(2 (n—2)+2)

n+1 no_. 1 n n
2n+24n2"-2n—m2"4+2-2" -2 2.2

on+1 o on+1 - 1’



