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Exercice 1 (D’aprés ECRICOME 2015).

On désigne par My(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels. Pour toute matrice
A € M,(R), on considére l'application ¢4 qui & toute matrice M € My(R) associe le produit AM.

I. Premiers résultats sur ’application ¢, et la matrice A

(1) e Il est clair que si M € My(R) alors pa(M) = AM € My(R).
e Démontrons que ¢4 est linéaire. Soient M et N deux élements de Ms(R) et A un réel,
A(M 4+ AN) =AM + AN) = AM + MAN = p4(M) + Apa(N).
Ainsi, ¢4 est un endomorphisme de My(R).
(2) Supposons que @4 est bijectif.
AN = Iy & p4(N) = I. Or @4 étant bijectif il existe une unique matrice N solution de cette
équation. Ainsi, il existe une unique matrice N de M3(R) telle que AN = I,.
(3) Supposons que ¢4 est un automorphisme de My(R). Alors d’aprés la question précédente,
il existe une unique matrice N tel que AN = I,. Autrement dit A est inversible.
Supposons que A est inversible.
M € Ker(pa) © pa(M) =0 AM =0 AT"TAM =0 M =0
Ainsi, Ker(¢pa) = {0} et puisque ¢4 est un endomorphisme de Ms(R), ¢4 est bijectif et c’est
donc un automorphisme de My (R).
Bilan : ¢4 est un automorphisme de Ms(R) ssi A est inversible.

II. Un exemple

(1) A est une matrice triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux
1 et -1. Ainsi, A est une matrice d’ordre 2 qui admet deux valeurs propres, donc elle est

diagonalisable.
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2 Solution

10 2 0

o ' 01 0 2
Ainsi, la matrice de ¢4 dans la base Best : T = 00 -1 0
00 0 -1

(3) T est une matrice trangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux
soient 1 et -1.

a
e Recherche de E_; : Soit X = [2
d
((a+2c=—a a
XeFbl,&TX =-X < b+2d = — @=-c Ainsi, X = b Ainsi,
—c=—c b=—d —
—d=— b
1 0
1

le sous -espace propre associé a la valeur propre 1 de T est Vect

0
o 1 0 0 —1
sous-espace propre de @4 associé a la valeur propre -1 est Vect 1 0/)'\o 1 .

a
e Recherche de F; : Soit X = lc)
d
a+2c=a a
Xeb &TX =X & b+2d=b & ¢c=0 Ainsi, X = b . Ainsi, le sous
—c=c d=0 0
—d=d 0
1 0
-espace propre associé & la valeur propre 1 de T" est Vect 8 , é et le sous-espace
0 0

0 1
00 0 0) }
(4) Les deux sous-espaces E; et E_; sont chacun clairement de dimension 2. Donc dim(E})+dim(E_;)=4=din
ainsi @4 est diagonalisable.

VRN

propre de ¢4 associé a la valeur propre 1 est Vect{ (1 O) 7

ITI. D’autres résultats sur ’application ¢4 et la matrice A

(1) Soit A un réel tel que il existe une matrice M non nulle telle que w4 (M) = AM. Supposons que
A — M5 est inversible.
Ona AM = MM = AM — MM =0= (A= AL)M =0= (A=AL) Y A= AL)M =0= M =0
absurde!!
Ainsi A — M\, est non inversible.

(2) AX =uX & (a:c + by) =/ (i) autrement dit { ax +by =

cr + dy cr +dy = py
- z 0\  fax+by 0\  (pzx 0\ o
pa(N) = A (y 0) = (cm+dy 0) = (M@/ 0) = uN; ainsi N est un vecteur propre de A

associé a la valeur propre pu.

N 0 z\ (0 ax+0by\ _ (p0 z\ ., . .
cpA(N)—A<0 y) = \0 cotdy) = Loy = uN'; ainsi N’ est un vecteur propre de A
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(3)

associé a la valeur propre .

D’apreés la question 1, si A est valeur propre de ¢4 alors A est valeur propre de A, ainsi
Spec(pa) C Spec(A).

Puis d’apreés la question 2., si i est une valeur propre de A alors p est aussi une valeur propre
de @4. Ainsi, Spec(A)C Spec(pa).

Bilan : | Spec(ya)=Spec(A)
Supposons que A est diagonalisable, alors la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
vaut 2. Or d’aprés la question 2, & chaque vecteur propre de A correspond au moins deux
vecteurs propres distincts de ¢ 4. Ainsi la somme des dimensions des sous-espaces propres de @4
et supérieure ou égale a 4, donc est égale a 4 et p 4 est diagonalisable.

Exercice 2. (D’aprés EDHEC 2015)

Pour tout entier k£ € N, on pose

(1)

(2)

—+o0
Ik:/ tFetdt.
0

Il s’agit d’intégrales classiques. Il est possible d’utiliser les résultats du cours sur la loi exponen-
tielle. Ceux-ci n’étant pas été rappelés a ce stade de ’année, on propose une preuve compléte.
Il faut donc montrer que, si A > 0, les trois intégrales

A A A
/ e tdt, / te~tdt, et / t2e~tdt
0 0 0

admettent une limite finie lorsque A tend vers +o0o. Pour la premiére, c’est un calcul direct de
primitive. Pour les deux autres, il s’agit d’intégrations par parties (qu’on peut appliquer car
u=t* et v=e"" sont de classe C! sur [0, +oo[ pour tout entier k € N)

A
/ e tdt : [—e‘t}? =l—e?—1,A— 4.
0

A A A
/ tetdt = [—te”"]] + / e'dt
0 0

= At +1-e
— 1, A— 4+

et

A A A
/ te”tdt = [—t’e!]) +2 / te~'dt
0 0

= A% 442 (—Ae_A +1-— e_l)
— 2, A—> 400

donc les trois intégrales convergent et
I(]:Il:l, 12:2

Soient @ > 0 et £ € N. On pose

Ii(a) = / thetdt.
0
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(a) On fait comme précédemment et suggéré par le texte, une IPP (qu’on peut appliquer
car u = t" et v = e~! sont de classe C! sur [0, +o0[ pour tout entier k € N)

Iiii(a) = / thrle=tat
0

= [—tFle ]+ (k+ 1)/0 the 'dt
= —a"e ™+ (k+ 1)Ii(a)

ce qu’on voulait.
(b) 11 suffit de passer a la limite quand a tend vers +oo. Plus précisément, d’aprés la question

précédente
]3 = aEToo ]3(&)
et
I3(a) = 313(a) — a®e™® — 31, = 6.
De méme,

Ii= lim Iy(a) = lim (4f3(a) —a'e™®) = 4I; = 24.

a——+00 a——+00

(3) La convergence s’obtient de mille et une fagons mais un argument d’équivalence convient
(y + ot + %)%t ~ tle
“+oo

et par convergence de I, on a également convergence de notre intégrale. Pour le calcul explicite,
il faut développer

(y + 2t + t3)? = y* + 2oyt + (2% + 29)t* + 22> + ¢*

et donc, par linéarité de l'intégrale, pour a > 0
/ (y + ot + 1*)%e”'dt = y*Iy(a) + 2zyli(a) + (2% + 2y)Lr(a) + 2215(a) + I4(a).
0

On passe a la limite quand a — +o00 et on obtient

+00
/ (y + ot + 12)2e”tdt = y2 Iy + 2oyly + (2% + 2y) 1o + 2205 + Iy = y* + 2wy + 22° + 4y + 122 + 24,
0

ce qui correspond bien & la formule attendue.

Exercice 3. (D’aprés ECRICOME 2012)

Exercice 1.

Partie I - Etude d’une fonction f.

On considére la fonction définie sur I’ensemble des réels positifs par

1—e®
{ ¢ , siz>0

x
1, six = 0.
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(1)

Le développement limité de 'exponentielle en 0 permet d’écrire que, au voisinage de 0,

1—(1—x+2%/2+ o(z?))

f@) = :
_ r—2%/2 + o(z?)

— 1=f(0),z—0

et f est bien continue en 0. Sur |0;+oo[, f est un quotient de fonctions usuelles continues dont
le dénominateur ne s’annule pas donc f y est continue. Au final, f est continue sur [0; +oo].

Il faut montrer que le taux d’accroissement en 0 admet une limite lorsque x tens vers 0. On
utilise encore le développement limité précédent. Pour x proche de 0

flx)—f(0)  1-2/24o0(x)—1

T T

1
= —5 —|—0(1)

1
— —§,x—>0

donc f est dérivable en 0 et f/(0) = —1/2.
Sur l'intervalle ]0; +ool, f est dérivable comme quotient de fonctions usuelles dérivables dont le
dénominateur ne s’annule pas. Les formule de dérivation donnent, pour z > 0

e fr—(1—e®)

ou on a naturellement posé p(z) = (z + 1)e™™ — 1.
Le signe de f’(x) est bien évidemment donné par celui de p(z) d’ou l'intérét d’étudier la fonction.
C’est une fonction dérivable sur ]0; +oo[ (en fait sur [0; +o0]) et on a, pour tout = > 0,

o'(r) = —xe™™ <0

Ainsi ¢ est strictement décroissante sur |0;+oo[. La fonction ¢ étant finalement définie et
continue sur [0; +o00[, elle y est strictement décroissante aussi. Comme ¢(0) = 0, on en déduit
que p(z) < 0, pour tout z < 0. Ainsi, f'(x) < 0 pour tout > 0, et en fait - vu que f'(0) = —1/2
- pour tout > 0. Au final, f est strictement décroissante sur [0; +oo[. Comme l'exponentielle
tend vers 0 en —oo, l'algébre des limites nous donne que f(z) tens vers 0 lorsque = tend vers
+00 et on peut dresser le tableau de variations:
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Partie IT - Etude d’une suite.

On introduit la suite (uy,) définie par

Vn € N, un:/ ‘
0 1"—”

neN*
_u
n

du.

(1) La fonction u — e~%/™ est décroissante sur [0; +-0o[. Son minimum sur l'intervalle [0; n] est atteint
en n, ou encore, pour tout u € [0;n],

Par positivité de 'intégrale (on intégre entre 0 et n dans 'ordre croissante), on obtient que
n —u/n
€
Uy = / du
0 1 + u
/ "1  du
0o ¢ 14w
1

In(1+n)

Y

e

ce qui est bien l'inégalité demandée. Comme In(n + 1) — +o0, n — 400, on déduit, par
comparaison, que u, — 400, N — +00.

(2) L’intégrale étudiée est a priori impropre en 0. Mais en fait, la fonction f est continue sur [0; 1]
d’aprés la partie précédente. L’intégrale d’une fonction continue sur un intervalle fermé borné
étant bien définie, on conclue donc & 'existence de celle-ci.

(3) Il est clair (par positivité de I'exponentielle et de I'intégrale) que

/ " du <

Up.-
0 1 + u - "
Pour I'autre inégalité, on a

/" du /" 1 e
— U, = - du
o 14+u o \14+u 1+u
nq_ —u/n
- /;du.
0 l—l—u

Il apparait alors naturel d’utiliser le changement de variables affine t = u/n qui donne u = nt et

du = ndt. Il suit que
nq_ —u/n 11_ —t
/;du:n/ ¢ dt
0o 14w o 1+nt

On a ensuite envie de majorer

T+nt ~nt
pour obtenir 'inégalité souhaitée. La preuve, un peu subtile, doit néanmoins étre rigoureuse, car
1/t n’est pas intégrable entre 0 et 1. On fixe donc £ > 0. Il est clair que, d’une part

1 —et 1 —et
n dt —n dt
. 1+nt =0 Jo 1+4+nt

L1 —et L1 et 1 1
dt < dt = t)dt t)dt
o[ ias [ [ roa— [ o

n n 1
<

mais qu’aussi
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car la derniére intégrale est convergente. En combinant tout cela, on obtient que

n/o 1+nt /f

ce qui donne bien I'encadrement souhaité.

(4) On sait calculer
L du
v /0 T+ n(n+ 1)

et que fo t)dt est une constante que, méme si on n’en connait pas la valeur, on peut noter
c>0. La questlon précédente donne alors

Un c
In(n+1) =~ In(n+1)

Par le théoreme des gendarmes, on voit donc que

0<y, —u, <c<=—0<1-

Unp

lIim ——— = 1= u, ~1o ] 1).
n—lglooln(n—l—l) tn oo In(n +1)

Probléme. (D’aprés EDHEC 2017)

Partie 1 : Etude d’une variable aléatoire

1
1 na Xy =12,3,4} et € 12,3, 1 = k) = - par équiprobabilité des déplacements.
On a X;(Q2 2,3,4 vk 2,3,4y P(X k 5 iprobabilité des dépl

X suit une loi uniforme sur {2,3,4}, on a donc F(X;) =3 (milieu de {2, 3,4}.

(2) A priori, tous les points sont possibles & atteindre en n déplacements (sauf 1 pour n = 1).
Prouvons rigoureusement par récurrence que (H,) X,(Q) ={1,2,3,4} pour n > 2.
e Pour n = 2, d’aprés le résultat admis, on a X»(Q) = {1,2,3,4}. Donc (Hs) est vrai.
e Supposons (H,) vrai, en n déplacements on peut donc étre en ¢ (i € {1,2,3,4}, au n-iéme
déplacement, on sera alors en j € {1,2,3,4} — {i}. En envisageant deux valeurs distinctes de i,
on obtient toutes les valeurs possibles dans {1,2,3,4}. Donc (H, ;) est vrai.
Ce qui assure que (H,) est vrai pour tout n > 2

Vn>2 X,(Q)={1,2,3 4}
(3) (a) Pour n > 2, on peut utiliser le systéme complet d’événements (X,, = 7)ic1,4]-
La formule des probabilités totales donne :

P(X,1=1) ZPXH Xoi1 = 1)P(X, =)

1
Or Px,=1)(Xny1 = 1) =0 et Px,=1)(Xpny1 =1) = 3 si i # 1 donc pour tout entier naturel

n supérieur ou égal a 2, on a :

P(Xp1=1) = = (P(X, =2) + P(X,, = 3) + P(X,, = 4))

Wl

1
(b) Pour n =0, P(X; =1) =0 et 3 (P(Xo=2)+P(Xo=3)+P(Xo=4)) =
0) = 0, donc la relation est encore vraie.

1 1 1/1 1
1

La relation est donc encore vraie pour n = 1.
(c) Pour tout n de N, on a P(X, =1)+ P(X,, =2)+ P(X,, = 3)+ P(X,, =4) = 1 car c’est vrai

pour n = 0 et n = 1 et vraie aussi pour n > 2 car (X,, = 7);ep1,4] est un systéme complet
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(b)
()

d’événements.

1 1 1
P(X,p1=1)= 3 (1-P(X,=1)) = 3~ gP(Xn =1) ce qui est la relation cherchée.
1 1
Posons v, = P(X,, = 1). (v,) vérifie vg=1et Vn € N (1) v,41 = —3Un + 3
C’est une suite arithmético géométrique. Cherchons un point fixe a. (2) a = —ga + 3
1
(2) donne 3%=3 donc o = 1 1
En faisant (1) — (2) on obtient v,1; — o = —=(v, — a) donc
\" \" 1 3 \"
—_ et —_— —_ et —_— 1 _ = _ — —_—
o= (ta) o= (5) (=1 ()
On a bi VneN P(X,=1) - + ; o
a en n = = — — | ——
n a bien n i tal3

Pour n > 2, on peut utiliser le systéme complet d’événements (X, = 7);c[i4]-
La formule des probabilités totales donne :

4
P(Xpp1=2) =Y Pix,—(Xpp1 = 2)P(X, = i)
i=1

1
Or Pix,—2)(Xn4y1 =2) =0 et Px,=1)(Xpp1 =1) = 3 si ¢ # 2 donc pour tout entier naturel

n supérieur ou égal a 2, on a :

P(Xpiy = 2) = % (P(X, = 1) + P(X, = 3) + P(X,, = 4))
Pour n = 0, P(X; = 2) = % et %(P(XO =1)+P(Xo=3)+P(Xy=4)) =

0) = 0, donc la relation est encore vraie.

Pourn = 1, P(Xy = 1) = 2 et = (P(X, :1)+P(X1=3)+P(X1:4>>=1(1+

9 3 3

2

Wl

(140 =

1

3+

1

3

)

La relation est donc encore vraie pour n = 1.En procédant de la méme fagon qu’a la question

précédente, montrer que l'on a :

WneN P(Xp =2)= % (P(X, = 1) + P(X, = 3) + P(X,, = 4))

1 1 1
PXpm1=2)==-(1-PX,=2)==-—-—=-P(X,=2)
3 3 3
1 1
Posons w,, = P(X,, = 2). (v,) vérifie wo=0et Vn e N (1) w,41 = —gwn + 3
C’est une suite arithmético-géométrique. On a le méme point fixe que pour v, :
4 1 1
(2) donne 3¢=3 donc a = 1

En faisant (1) — (2) on obtient w,,; — a = —

\" N\N"/ 1 ’ 1 "
m-a=(=3) == (=35) (-3) -5 ()
On a bien : Vn € N P(Xn:2):1—1(—1)n
4 4\ 3
(5) On admet que, pour tout entier naturel n, on a :
P(Xpi1 = 3) = —%P(Xn _3)4 % ot P(Xpuy = 4) = —%P(Xn _ 44 %

1
o= -

4
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Les suites définies par P(X,, = 3) et P(X,, = 4) ont la méme relation de récurrence que P(X,, =
2) et la méme valeur initiale 0. On a donc : Vn € NP(X,, = 3) = P(X,, =4) = P(X,, = 2)
d’ou :
Vn € N PX—3—PX—4—1 ! N
neN P, =3)=P, =0 =11 (-3)

(6) B(X,) = P(X, = 1) +2P(X,, = 2) +3P(X,, = 3) +4P(X,, = 4) = ~ + =+~ 4+~ +

10 3 \" 5
E<X">:Z‘§(‘§) =3°

N o
I
|

5 1
~+5=3
5 3 "
N  EX)=2-2(-=
Vn € (X5) 5 2( 3)

Partie 2 : Etude des puissances d’une matrice A

Pour tout n de N, on considére la matrice-ligne de M 4(R) :
U,=(P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3) P(X,=4))

(7) (a) On utilise les 4 égalités obtenues en I 3) a, 4) a , que l'on peut réécrire également pour ¢ = 3

et 1 = 4.
1
[ P(Xp=1) = ; (0.P(Xp = 1) + 1.P(Xn = 2) + 1.P(X,, = 3) + 1.P(X,, = 4))
P(Xpp1=1) = ; (1.P(X, = 1) + 0.P(Xy = 2) + 1L.P(X, = 3) + LP(X, = 4))
P(Xpp1=1) = ; (1L.P(Xp = 1) + 1.P(Xn = 2) + 0.P(X,, = 3) + 1.P(X,, = 4))
| P(Xai=1) =5 (LP(Xa = 1) + LP(X, =2) + LP(X, = 3) + 0.P(X, = 4))
0111
Done UyA = » (P(X, =1) P(X,=2) P(X,=3) P(X,=4)x |}V L1
n 3 n n n n 110 1 n+1
1110
On a bien : Up1=U, A

(b) Posons (H,) U, = Uy A™ pourn € N.
e Pour n =0, A = I, et UyA™ = U, donc (H,) est vrai.
e Supposons (H,,) vérifié pour n € N.
Upir = U, A= (Uy A") x A= Uy(A" x A) = Uy A"
Donc (H,41) est vrai.
Donc (H,) est vrai pour tout n € N.
(¢) Si M € My4(R), le produit (1 0 0 0) x M donne la premiére ligne de la matrice M.
Donc la premiére ligne de la matrice A™ est Uy A", c’est a dire U,,.
La premiére ligne de A" est U, c’est a dire :

Gri0s) i) ails) 55(9)
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(8) En multipliant & gauche une matrice M par (0 1 0 0), on obtient la deuxiéme ligne de M.
Donc en choisissant comme position initiale au départ X, = 2, et en recommencant la méme
méthode probabiliste, on obtiendrait la deuxiéme ligne de A™. Avec X, = 3, on obtiendrait la
3-iéme ligne, et Xy = 4, la 4-iéme ligne.

Partie 3 : Une deuxiéme méthode de calcul des puissances de A

On considére les matrices I et J suivantes

1000 1111
0100 1111
=loo 1o 71111
000 1 1111
a+b b b b
| b atb bbb
Oyal+bl={ 4 "y 4p b
b b b a+b
Donc al +bJ = A < ) _1<:>a:——etb:g
3
4 4 4 4
4 4 4 4
1) @ 2=y 15 |=4
4 4 4 4

Posons (Gy) JF=4*1]J.

e Pour k£ =1, (G;) est vrai de fagon évidente.

e Supposons (Gj) vrai pour k > 1, alors J*! = J x JF = J x (4" 1J) = 412 =4k )
Donc (Gg1) est vrai.

Donc (Gg) est vrai pour tout k > 1.

(b) A" = G(J—I))n = (%)H(J—I)"I G)ni

k=0

An = G)n ((—1)"1+ (g (Z)(—U"—w—l) J

o ()orme I (o

k=1

Z) JE(—ynk,

S m —

( (3) s <—1>“>

(¢) Pour n = 0, (—1) I+ ! (1— (—1) )J = I—i—l(l—l)J = I .... La formule est

valable pour n = 0.



