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Exercice 1. (*) Un insecte pond des oeufs. Le nombre d’oeufs pondus est une variable aléatoire
X suivant une loi de Poisson P(\). Chaque oeuf a une probabilité p d’éclore, indépendante des
autres oeufs. Soit Z le nombre d’oeufs qui ont éclos.

(1) Pour k,n € N?| calculer Px—,(Z = k).
(2) En déduire la loi de Z.

(3) La variable aléatoire Z admet-elle une espérance? Si oui, la calculer.

Exercice 2. (**) Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant une méme loi géométrique de
parameétre p.
(1) Déterminer, pour tout k € N*, P(X > k).
(2) On s’intéresse a la variable aléatoire W = min(X,Y).
(a) Déterminer, pour tout k € N*, P(W > k).
(b) En déduire que W suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre.

Exercice 3. (**) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considére une urne Y contenant n
boules numérotées de 1 a n et indiscernables au toucher.
On effectue une suite de tirages d’une boule avec remise de la boule dans I'urne U.

Pour tout entier k& supérieur ou égal a 1, on note Z; la variable aléatoire égale au nombre de
numéros distincts obtenus au cours des k premiers tirages et on note E(Zy) 'espérance de Zj.

(1) Déterminer la loi de la variable Z; et la loi de la variable Zy. En déduire E(Z;) et E(Z3).
(2) Soit k un entier supérieur ou égal a 1.

(a) Déterminer P(Z;, = 1) et déterminer P(Z; = k).
(b) Montrer, pour tout ¢ € [1,n] :

l —(+1
P(Ziy=0) = - P(Z=10) + %P(zk _ 1),
(c¢) En déduire que
n—1
E(Zy1) = E(Z) +1.

(3) (a) Montrer que la suite (vg)x>1 de terme général v, = E(Z))—n est une suite géométrique.



(b) En déduire, pour tout entier k supérieur ou égal a 1,
_1\*
E(Zk):n<1— <” ) )
n

Exercice 4. (*) Une urne contient des boules vertes et des boules blanches, indiscernables au
toucher. La proportion de boules vertes est p, 0 < p < 1; la proportion de boules blanches est
1—p.

On effectue une suite de tirages successifs d’une boule avec remise. (Toute boule tirée de 'urne
y est remise avant de procéder au tirage suivant.)

On note Ny la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir la premiére
boule verte, et Np la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir la
premiére boule blanche.

(1) Quelles sont les lois des variables aléatoires Ny et Np 7 Rappeler la valeur de leurs
espérances.

On définit la variable aléatoire X de sorte que que X = ¢ si les ¢ premiéres boules tirées sont
blanches et la (7 + 1)—éme est verte, ou si les i premiéres boules tirées sont vertes et la (i 4+ 1)—éme
est blanche.

(2) Déterminer la loi de la variable aléatoire X.
(3) Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance et que

D I—p
E(X)=—"——+— %,
(X) T P

(4) Montrer que E(X) est minimale lorsque p = 1, et calculer cette valeur minimale.



