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Maths hec voie E 2018 : corrigé

Proposé par Martin Canu : martin.canu@wanadoo.fr
Exercice
0 0 0 O
. e oo 10
1) Soit M la matrice définie par: M = 00 0 1/
0 00O

a

2) a:

M est triangulaire, le spectre se lit donc sur la diagonale de M : Sp(M) = {0} |.
Si M était diagonalisable, M serait semblable a la matrice nulle, donc M serait nulle. Ce n’est pas le cas.
M n’est pas diagonalisable ‘

: Enregardant les colonnes de M (deux vecteurs nuls, deux vecteurs indépendants, car non colinéaires), on

peut affirmer : .

0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
M2 = 0 01 0 “ 0 01 0 _ 0 0 01
0 0 01 0 0 0 1 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O

De facon immédiate : rg(MZ): .

—

: Par un calcul immédiat, M® = 0,. Le polyndme P(x) = x° est un polynome annulateur de M. Tout poly-

nome du type AP(A € R*) également.
Y en a-t-il d’autres?

c 0 0 O
0 ¢c b a

3 2 _
M’ +aM*+bM+cl= 00 ¢ b
0 0 0 ¢

M3+aM?2+bM+cl=0,<a=b=c=0
Donc les polynémes déja cités sont bien les seuls polyndmes annulateurs de M.

fo = Ider donc . fn = 0$(R") donc ,

: Soit j € [[0,n—1]].

i. Montrons que Im(g;) = Im(f/*!)
e SiueIm(gj),3veF;telque f(v) = udoncIwe R" tel que f/(w) =vet f(v) =u.
Donc3weR" telque f/*'(w)=u  Im(gj) < Im(fI*h)
o Siue Im(f/*), 3w e R" tel que f/*(w) = udonc f(f/(w)) = u.
En posant v = ff(w), VE Im(ff et f(v) = gj(v) = udonc ue Im(g;) et Im(ff+1) cIm(gj)
On a bien égalité, donc rg(gj)=rjn

ii. Laformule durangdonne : dim(Im(g;)) +dim(ker(g;)) = dim(F;) = r;

Orker(g;) = {u€ Fj; gj(u) =0gn} ={ue Fj; f(u) = O0gn} =ker(f) N F;
Cela donne bien la relation annoncée car dim(Im(g;)) = rj1.

: o rg—rp =dim(ker(f) N R") =dim(ker(f)) < n (1

e rp—1—rp=dim(ker(f)NF,-1) >0 )

« Soit j > 1. Comparons F; et Fj_;. Fj_; = fI"Y{(R™), F; = f/(R") = fI71(f(R™) < fI7L(R").

Donc Fj c Fj_1, doncker(f) n F; cker(f) N Fj-i.

En passant aux dimensions : dim (ker(f) nF;) <dim (ker(f)nFj_) etrj—rjz <rjo1—rj (3
(2), (3) et (1) donne le résultat cherché.

3) Pourtout i € [[1,n]], on pose : x; = Card ({j € [0,n—11; rj —rjs1 = i}) (%)

a:

n n-1
Avec ces notations, Z ix;= Z (ri—rix1)=ro—In=n
i=0 i=0
On a bien (x1, x2,...,X,) élément de P(n).
Remarque : on comprend mieux ce résultat en regardant l'exemple qui suit.
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b: Dans cette question, on suppose que 7 est égal a 4.
i. festl’'endomorphisme de matrice M dans la base canonique de R*.
Onadoncrg=4,r=2,r,=1,r3=0etr;=0
Ainsirg—r1=2,r1—ro=1,rp—r3=1,r3—r3 =0 donc (X1, X2, Xx3,%x4) = (2,1,0,0)

ii. On veut des entiers naturels (x;) tels que x; +2x, +3x3 +4x4 = 4.
Envisageons méthodiquement toutes les solutions possibles en prenant toutes les valeurs possibles
de x4, puis de x3, ....
Solutions : u; = (0,0,0,1), u, = (1,0,1,0), uz = (0,2,0,0), us = (2,1,0,0) et us = (4,0,0,0).
On a bien 5 solutions et p(4) =
iii. * On a déja une réponse pour u, : 'endomorphisme f étudié a la question 1.
e Pour u;, 'endomorphisme nul est solution :

Icirg=4,r1=0,r,=0,r3=0,ry,=0etdoncx; =0, x,=0,x3=0etxy; =4
01 0O
sz . 0 0 1 0
« Pour us, considérons f5 de matrice M5 = 00 0 1/
0 0 0 1
Icirg=4,r1=3,nm=2,r3=1letry=0etdoncx; =4,x,=0,x3=0et x4 =0.
0 01 0
« Pour u3, on prend f3 de matrice M3 = 8 g 8 (1)
0 0 0 O
Icirg=4,r1=2,1=0,r3=0etry=0donc x; =0, x, =2, x3=0et x4 =0.
0 0 0 1
« Pour uy, on prend f, de matrice M> = g 8 8 8
0 0 0 O
Icirg=4,r1=1,1=0,r3=0etry;=0doncx; =1, x,=0,x3=1etx; =0

4) a: SoitkeN*.

i Q(,k)={(x1,x2,...,xp) € P(k); x1+Xx2+...+ x < 1.
Onadonc x; +2x2+...+kxg =k etx;+x2+...+ x <1 (2)
Linégalité (2) impose que seul un des x; est non nul et vaut 1. L'égalité (2) impose que cet entier soit
X
QK =10,0,...,0,) DoncVkeN*  g(1,k) =1.

ii. Pourtoutentier ¢ > k,six;+2xo+...kxp=k,alors x; +xo +...+ X < X1 +2X2 +... + kxp =k < L.
Donc Q(¢, k) = P(k).

b: Voila un question délicate.

Notons E1 = Q(4,k—¥) et E» = Card ({(x1, X2,...,Xx) € P(k); x1 + X2 +...+ X = ¢}). Le but du jeu est d’éta-
blir une bijection de E; dans E,.

X1+2x+...+kxp =k (1)

e X € By = {x1+x2+...+xk =7 (2

— Xo+2x3+...+(k—=Oxp_pi1+ (k=0 +DXp—pyo+...+(k=Dxx =k—-¢ 1)=1)-(2)
X1+ Xo+ ...+ X = (2)

Dans I’équation (1), on a x; =0 pour i > k— ¢ + 2, sinon la somme dépasserait k — ¢.
Donc, en posant X} = Xj41
X +2x+..+(k=-0x_, =k-¢
X+ + X, =l-x
Lorsque x; décrit [[0, Z]], on obtient '’ensemble Ej, autrement dit, E; et E» sont mis en bijection par I'ap-
plication qui a (x1, X2, ..., Xx) € E associe (x], X3, ..., X;_,) € E1.
Donc Card(E;) = Card(E>) c.q.f.d.
c: Soit £ un entier supérieur ou égal a 2.

i. Q(ﬁ,k):AkuA’]c avec Ap=1{(x1,%X0,...,x) EPk); x1+Xo+...+x =0 et
A’k:{(xl,xg,...,xk)ep(k); X1+Xo+... +xp <01}
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La réunion est disjointe, donc  Card(Q(¢, k) = Card(Ay) + Card(A;C)
Or Card(A'k) = q(¢ — 1, k) par définition, et Card(Ay) = q(¢, k — ¢) d’apres la question précédente.
On a bien le relation annoncée: q(¢,k)=q( —-1,k)+q(l,k-?).

ii. q(¢,0)—q(¢—1,¢) estle cardinal de I'ensemble By = {(x1, X2,...,X¢) € P(£); X1+ X2 +...+ Xy = £}

14 - X1+2x+...+0xy, =4
Les éléments de By vérifient : { ! 2 ¢

X1+Xo+...+ Xy =/
Donc xp +2x3+...+ (¢ —1)x, = 0.
Doncxy=x3=...=x,=0 etx; =¢.

Ainsi  Br={((,0,...,0)} Card(By) =1 q,0)—ql—1,0)=1

5) a: Dansle premier trou, on met q(L,K=q(L-1,K) car g(L,K) = p(k), comme g(L-1,K).
Dans le deuxieme trou, on met la relation que 1'on vient de justifier.
(1) function g=qgmatrix(n)
(2) g=ones(n,n)
3 for L=2:n
(4) for K=2:n
(5) if (K<L) then q(L,K)= q(L-1,K);
(6) else if (K==L) then q(L,K)=Q(L-1,L)+1;
(7 else q(L,K)=q(L-1,K)+q(L,K-L) ;end;
(8) end;
(9 end;
(10) end;
(11) endfunction

: On trouve P(n) en ligne n et en colonne n du tableau :
n=input(‘n=’)
T=gmatrix(n)
disp(T(n,n))
: Enregardant la ligne 2 le tableau obtenu, on obtient: 1,2,2,3,3,4,4,5,5
k+2
1l semblerait que g(2, k) = {TJ (Hg)
Démontrons (Hy) par une récurrence généralisée pour k€ N*.
ePourk=1,Q(2,1) ={(x; € P(1);x; <2} ={1} donc g(2,1) =1.
1+2
{T =1 Donc (H;) est vrai.
e Pour k=2, Q(2,2) = P(2). C'est 'ensemble des couples d’entiers (x1, xp) de N* vérifiant x; + 2x, =2
Les couples sont donc (0,1) et (2,0), donc g(2,2) = 2.
242
{TJ =2. Donc (H>) est vrai.
e Soit k > 2. Supposons (H;) vrai pour i € [[1, k]|
k+1 k+1 k+3
g2, k+1)=ql,k+1)+q2,k+1-2)=1+q2,k-1)=1+ — | = 1+T =l
Donc (Hj4 1) est vrai.
. , . k+2
La récurrence est assurée. VkeN q2,k) = 5
Probléme

Partie I. Valeurs possibles du coefficient de corrélation linéaire dans divers schémas de Bernoulli

n
1) a: Posons §;, = Z X.

k=1
i. Siles variables Xi, X»,..., X;; sont mutuellement indépendantes, Cov(Xy, Xy,) =0 doncr =0 et

n n
> Xk)) =
k=1 =
n

On reconnait le modele de la loi binomiale : X — %B(n,p)
k=1

V(S =V V(Xy) =np(l-p)

1

k
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ii. Siles variables aléatoires X1, X», ..., X,, sont toutes égales a X1, r = p(X, X¢) = p(X1, X1) = 1.

n
Sn=Y Xp=nXi. V(Sy)=nPV(X)=n?p(-p)Sa@ =101} PSp=m)=p,PS,=0=1-p
k=1
b: Soit k € [[1, n]]. Le cours donne la formule générale suivante :

k
V=) VX)+2 Y  Cov(X;X;).
i=1 1<i<j<k

Pour i # j, Cov(X;, X;) =r\/V(X)V(Xp) =ry/p*(A-p?>) =rp(l-p) (indépendant de i et j)
Ilya k
y 2

Donc V(S) = kx p(1-p) +2(IZC) xrp(l—p)=kp(1-p)+2

termes de ce type dans la double somme Z
1<i<j<k

k(k-1)

rpd-p)=kpl-p)[1+rk-1)]

C’est le résultat attendu.
c: Enprenant k=n,ona V(S,) =np(1-p)[1+r(n—-1)]

1
Une variance est toujours positive donc 1+ r(n—1) > 0. Donc r > -1
n [—
2) On suppose dans cette question que n est au moins égal a 2. On peut dresser le tableau de la loi du couple
(X1, X>). Elle est du type.

XZ\XI 0 1 | loide X2
0 y B| 1-p
1 B «a p
loideX; |[1-p p

a: Ona E(X;X,) = a donc Cov(X},Xz) = a— E(X))E(Xy) = a— p?
_ Cov(X1,Xo)  a-p?

r= =
VpRa-p2  p-p)
r=-1 < a—pzz—p(l—p)
= a=p’-pd-p)=2p*>-p=pRp-1)

C’est le résultat attendu.

b: P([X;=01n[X2=0])=Y.
Onsaitquea+f=pdoncf=p-a=p-pRp-1)=p1-2p+1)=2p(1-p
Puisy+f=1-pdoncy=1-p-B=01-p)1-2p) |P(X1=0Nn[Xo=0)=1-p)(1-2p)

c: Onsuppose r =—1.

D’apres 1) b, V(X1 + Xo) =2p(1-p)1+2-1Dr)=2p(1—-p)(1+r)=0,carr =-1
Donc Xj + X, égale une constante de fagon presque certaine. Comme p €]0, 1[, la constante ne peut étre ni
0, ni 2.
Donc P(X;+ X, =1) =1
1
OrP(X;1+Xx=1) =2ﬁdoncﬁ= 5

1
P(X;+X2)=y=0donc(1-p)(1-2p) :Odoncp:E.

1
On a donc bien p = 3 etP([X;+X,=1])=1.

3) On suppose dans cette question que n est supérieur ou égal a 3 et que P

n
Y Xi= 1]) =1.
k=1
n
a: Onadonc Z X =1 de facon presque certaine.
k=1

Donc V| )’ Xk) =0=npl-pl+n-Dr]
k=1

1

Donc r(n—1)+1=0 et ainsi F=— -
n_

1
E —|
n

n
ZXk))zlznpdonc p=
k=1
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n
b: Comme Z X = 1de facon presque certaine, seul un des X peut étre égal a 1. Les n-uplets (x1, x2,...,X,) €
k=1
n
{0,1}" pour lesquels la probabilité P ﬂ [ Xk = xi] | est strictement positive sont donc :
k=1
1,o9,...,0),(0,1,0...,0),...,(0,0,...,1).
Tous ces n-uplets ont une méme probabilité u# non nulle. La somme de ces probas donne 1 donc nu =1

1
doncu=—.

n
On remarque, heureusement, que ces résultats sont cohérents avec les résultats du cas n = 2 traité précédem-
ment.

Partie II. Lois bétas-binomiales

4) Soit (x,y) € R%.

1
2
a: Soit h: t— t*"1(1—1)Y~1. h est continue sur I = ]0, —|, donc l’intégralef h(t) dt est impropre pour la
0

borne 0.
h est positive sur I, et au voisinage de 0, k() ~ Pl —
tl—x
1/2
ey dt converge si et seulement si 1 —x < 1, c’est a dire x > 0. Nous obtenons le résultat par le critere

de I’équivalent des intégrales de fonctions positives.

1-¢
b: Nous utilisons le changement de variable u = 1 — ¢ sur 'intégrale J(¢) = fl T la-prtdr

2
1

u=& L
J(€) :f A-w* 'w ™ (—duw = fZ wWla-w*du. C’est le résultat demandé.
u=1/2 £

c: D’aprés a:, J(e) admet une limite finie quand ¢ tend vers 0 si et seulement si y > 0.

1
Doncf Tl a-0rtdt CVesy>0
1/2

1
Comme[ la-p¥! dt:f
0 0

1
a: f la-0r1tdt CVesx>0ety>0.
0

1/2 1
T la-p¥! dt+f t*"1(1- 1?1 dt, en combinant avec la question
172

Dans toute la suite du probleme, on pose: V(x,y)€ (R+*)2, B(x,y) = fl ta-nrtdr.
5) Soit x et y des réels strictement positifs. '
a: Soit a et b deux bornes réelles variables vérifiant 0 < a < b < 1, posons J(a, b) = fb (11— tde.
a

Choisissons u(t) = t* et v't) = (1 - )7}, donc v/ (£) = xt* L et v(t) = ! a-pY
u et vsont C! sur [a, b], on peut donc intégrer par parties : Y
J(a,b) = ( 1)(1—t)y b+fbxtx el t)ydt———bx(l b)Y + Loa—ar+t fb fla-nr de
On fait tendre a eJt/b vers 0 etal re[;pectlvement (toutes les 1ntegrales conv}:ergent d’aprer/ ce qui précede).

1
B(x+1,y)= lim ](a,b):—f Fl1-0dr="Bxy+1l) cgld
a—0,b—1 yJo y

1 1 1
b: B(x+1,y)+B(x,y+1)=f 11—t dt+f la-p? dt:f LA - e+ (-0 dt
0 0 0

1
f " l1-n"tdr doncB(x+1,y)+B(x,y+1)=B(x,y)
0

En utilisant 5) a;, ;B(x,y+ 1)+B(x,y+1)=B(x,y)

Ainsi :

X y
—+1|B(x,y+1) =B(x, B(x,y+1) = ——B(x, .q.f.d.
y ) (x,y+1) (x,y) ouencore B(x,y+1) Py (x,9) c.q
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6) On utilise le résultat précédent :

y+l-k-1

x+y+¢-1

y+l-k-1 y+f—-k-2
X

X+y+0-1 x+y+¢-2

Bx+k,y+¢—-k) Bx+ky+f—-k-1)

Bx+k,y+¢—-k-2)

y+l-k-1)(y+¢-k-2)...y

B k,
(x+y—£€-Dx+y—¢-2)...(x+y+k) +k,y)
-
On continue en développant B(x + k, y) en utilisant la relation “symétrique”: B(x+1,y) = xTxyB(x’ ¥)
x+k-1
B k, = — B k-1,
x+ky) x+y+kl-1 (et Y)
(x+k-1)(x+k-2)...x
= B(x,y)
x+y+k-Dx+y+k-2)...(x+y)
-
(x)[k] (y)[l—k]
Or, en regardant bien, A x B est bien 'expressionde ~——————

On a donc bien le résultat.
7) a: Onyva, hautles cceurs...

ki_()ﬁk Z

k=0

L & n) ! vk bin—k
— B(a b) Z v ﬁ) ta+ _l(l—t) +n—k—-1 dt
Y ) Jry

n\Bla+k,b+n-k)
k B(a,b)

1 1 n
= B(a,b)jo‘ t“’l(l—t)b’1 EO(Z)tk(l—t)"k] dt onreconnaitle bindme

_ 1 ! a-1 b-1 n
= B(a,b)fo (-0 [(t+(1-0]" dt

1

1
— a-1 1- b-1 —
Ba.b) j(; 7 (1-1) dt

Bab) x B(a,b) =1

b: Sia=1,a* =kl.Sib=1,b" ¥ = (n—k) et (a+p)M =2 = 2+ p-1)2" U = (n+ 1) xnx...x210 = (n+1)!
apln=K fi(n — k)

Donc =
(a+ b (n+1)
. n k!(n—k)!_ n! k!(n—k)!_ 1
P(S_k)_(k)X m+)! K-k m+D!  n+l

dat

Donc S— 02[[[0,”]]
L 7 n\Bla+k,b+n—k)
c ES)= kP(S=k)= k
z, L, (k) Ba D)

E(S) = — flt“_l(l—t)b_l ik" t*a-n"*| dr
B(a,b) Jo o \k

Dans le crochet, on reconnait I’expression de 'espérance d’'une loi binomiale %(n, t), qui vaut nt.
1 1 n a na
ES)=—— [ nt?Q-0Pdr= xB(a+1,b) = x ——B(a,b) =
(S) Bab) fo ( ) ( ) (a,b)

B(a,b) B(a,b) a+b a+b
On obtient bien le résultat. n
On peut remarquer que dans le cas a = 1 et b = 1, on obtient E(S) = 5 ce qui est cohérent avec le résultat

trouvé (loi uniforme sur [[0, nl]).
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Partie III. Un possible dans le cas ol1 n = 2

8)

9)

a: Cherchons P(X; = 1) en utilisant la formule des probas totales :

PXi=1)=PX1=1nXo=1)+P(X1=1nX,=0)

B(a+2,b)_ a+1 XB(a+1,b)

B(a,b) a+b+1 B(a,b)

a+1 a B(a,b) ala+1)
atb+1 a+b B@ab (a+b(a+tb+l)

PXi=1nXy=1)

PXi=1nX,=0) = B(a+1,b+1)_ a ><B(a,b+1)
e Bab)  a+b+1 B(ab)
a b B(a,b) ab

a+b+1 a+b Blab) (atb(a+b+1)

Etenfin:
P =1) = ala+1) N ab
YT a+b(a+b+1l)  (a+b)a+b+1)
ala+1+Db) a

(a+b)a+b+1) a+b

On procede de méme pour trouver P(X, = 1).

Donc Xq %%(ﬁ), de méme pour X,.
: Posons S=X; + X5. S(Q) ={0,1,2}
o B o ala+1) _a?pl0
cPE=2 =P =InX =)= O @ be]) - @r b
e P(S=0)=P(X7=0nX=0)= B(a1+ D x B(a,b+2) = B(;,b) X ai;-li-l x B(a,b+1)
P§g o bO+D a%p?
(5=0= a+b)a+b+1) [a+Db)?
ab 2| allplt!
'P(SZ].):P(Xl :00X2=1)+P(X1 = 1ﬁX2:O) =2 m: (1) m
En synthese, on a bien S qui suit la loi béta-binomiale B(2; a, b).
. ([le]):P(XZZle:D: ala+1) Latb
© PiXx=la2 P(X;=1) (a+b)a+b+1) a
Onabien: Pxy([Xz = 1])013—;1'
: Sans probléme, la variable u suit la loi uniforme (a densité) sur [0, a + b].
La variable v suit la loi uniforme (a densité) sur [0,a+ b +1].
b: Voila le script complété :
(1) function x=randbetabin(a,b)
(2) x=zeros(1,2);
(3) u=(a+b)*rand () ;
(4) v=(a+b+1)*rand ) ;
(5) if (u<a) then x(1,1)=1; if v<a+1 then x(1,2)=1;end;
(6) else if v <a then x(1,2)=1;end;
(" end;

(8) endfunction
Expliquons.

« Pour le premier if a compléter, on sait que X; = 1, donc X, prend la valeur 1 avec la proba

e Pour le deuxiéme if, on sait que X; = 0. X, prend la valeur 1 avec la proba
P(X,=1nX;=0) ab a+b a
Px=0)(Xo=1) = = =

P(X;=0) _(a+b+1)(a+b)x b a+b+1

+1
a+b+1’
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a(a+1)

10) a: E(X1X2)=P(X1:10X2=1)=m

2

Cov(X1,Xp) = E(\Xp) - EXDE() = —arl) @
(a+b)(a+b+1) (a+b)?
: a a+1 a )\ a (a+D(a+b)—ala+b+1)
- a+b(a+b+1_a+b _a+b( (a+b+1)(a+b)
B a (a*+a+ab+b-a*-ab-a B ab
B a+b( (a+b+1)(a+Db) )_(a+b)2(a+b+1)
ab
Puis 1 = Cov(X1, X2) _ (a+b)2(a+b+1) _ 1
VVXDV(X) Lx b a+b+1
a+b a+b
_ 1
T b1
b: On cherche a et b pour avoir r = P etp= P

1 . 1-r
Donca+b+1=—-puisa=pla+b)=a ——1):p—
r r r

bzé—l—a:%—l—pl_r: 1-r—-p(1-r) _ 1-nNd-p)

1-r 1-r
Enprenanta= ——petb=——(>1-p)
r r r r r

avec la fonction randbetabin, on obtient bien ce qui est demandé.

FIN



