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Chapitre 10. Fonctions de deux variables réelles

Ce chapitre présente la notion de fonction numérique de deux variables réelles et a pour but de permettre
la recherche d’extrema en faisant le lien avec la théorie de la réduction des matrices.

1 Généralités
Définition 1. On appelle fonction de R? dans R toute application
f: R — R
(z,y) — f(z,y)
qui a un couple (z,y) de R? associe un réel noté f(x,y). On dit alors que [ est une fonction de deux
variables (réelles).

1 Dans un premier temps, on définira les fonctions sur R? tout entier. Aprés avoir introduit la notion
d’ouvert de R? dans une section suivante, on pourra avoir des fonctions dont les domaines de définition
sont plus restreints.

i Les fonctions de deux variables peuvent se représenter graphiquement (ce qu’on verra dans des
séances sous Scilab) en trois dimensions.
Ezemple. Les fonctions suivantes sont des fonctions de deux variables définies sur R2.
2z — 3x%y?
EESES)
On représente ci-dessous (a l'aide de la commande plot3d() de Scilab) la fonction g sur [—1;1] X
[—1;1].

2 X
fi(zy) — g: (2, y) — e p:(z,y)—a
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On se pose alors, comme pour les fonctions d’une variable réelle, des questions de régularité (continuité,
dérivabilité). Mais il faut pour cela donner un sens a la notion de limite ce qui nécessite I'introduction
préalable de de la notion de distance sur R2.

Définition 2. Soient A(xa,y4) et B(xp,yp) deuzx points de R?. On appelle distance de A a B le
réel, noté d(A, B), égal a :

d(A,B) = \/(xp — x4)?> + (yp — ya)?

i Dans un repére orthonormal, le réel d(A, B) correspond a la longueur du segment [AB] et la
formule précédente découle..... du théoréme de Pythagore.

Définition 3. Soit f une fonction définie sur R2.
e On dit que f est continue en (xo, )
Ve >0, 3r >0 tels que Y(z,y) €R? d((z,y), (x0,%0)) <7 = |f(z,y) — f(z0,10)| < €.
e On dit que f est continue sur R? ssi f est continue en tout point de R?.

Parmi les premiers exemples de fonctions continues sur R2, on trouve les fonctions polynomiales et en
particulier les fonctions coordonnées.

Proposition 1. Les fonctions suivantes sont continues sur R?:
(1) Les fonctions polynomiales f : R* — R de la forme
f: (x,y) 2%, avec (i,j) € N?
(2) Les fonctions coordonnées de la forme
(x,y) — et (x,y) — .

Théoréme 1.

e La somme, le produit, le quotient dont le dénominateur ne s’annule pas, de fonctions continues
sur R? est continue sur R2.

e La composée d’une fonction continue sur R? & valeurs dans I C R et d’une fonction continue
sur I est continue sur R2.

Exercice 1.

2z — 3x%y°
r?+y?+1
(2) Montrer que la fonction g : (z,y) — ye"“"Q_y. est continue sur R2.

2 Calcul différentiel

On considére dans cette partie une fonction f définie sur R2.

(1) Montrer que la fonction f : (x,y) — est continue sur R?.

2.1 Dérivées partielles d’ordre 1

Définition 4.

e On dit que [ admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a x au point (xg,yo) € R?
si et seulement si la fonction réelle f, 1t — f(t,y0) est dérivable en x.
On note alors cette dérivée partielle en (zo,v0) : O1(f)(x0, yo)-

e On dit que f admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a y au point (xg,1yo) € R?
si et seulement si la fonction réelle f, : t — f(xo,t) est dérivable en yp.
On note alors cette dérivée partielle en (zo,vo0) : O2(f)(x0, yo)-

Définition 5.

o Si f admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport & x en tout point de R?, alors la fonction
de deuz variables 0\(f)(x,y) s’appelle la fonction dérivée partielle d’ordre 1 de f par rapport a
x.
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o Si f admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a y en tout point de R?, alors la fonction
O (f)(x,y) s’appelle la fonction dérivée partielle d’ordre 1 de f par rapport a y.
Remarque 1.

e La notion de dérivée partielle correspond & la notion de dérivation par rapport & une des variables
en fixant les autres, c’est-a-dire en les considérant comme des constantes. Les régles de dérivation
découlent alors directement des régles de dérivation des fonctions a une variable.

e On pourra parfois rencontrer (dans des vieux sujets) les notations df et df (a ne pas utiliser).

Définition 6. On appelle gradient de f au point (x,y) le vecteur colonne de Ms;(R) suivant :
V(e = (20 >> |

Exercice 2. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = ye ™ V.

(1) Montrer que f admet des dérivées partielles d’ordre 1 et les calculer.
(2) Déterminer le gradient de la fonction f au point (1,2).

2.2 Fonctions de classe C!

Définition 7. Si les fonctions 01(f) et Oy(f) sont continues sur R%, on dit que la fonction f est de
classe C* sur R?.

Proposition 2. Toute fonction polynomiale est de classe C! sur R2.

Théoréme 2.

e La somme, le produit, le quotient dont le dénominateur ne s’annule pas, de fonctions de classe
Cl sur R? est de classe C' sur R2.

e La composée d’une fonction de classe C' sur R? a valeurs dans I C R et d’une fonction de classe
Cl sur I est de classe C' sur R2.

Exercice 3. Montrer que la fonction f de 'Exercice ?? est de classe C! sur R2.

2.3 Développement limité d’ordre 1

Comme pour des fonctions d’une variable réelle, on peut vouloir donner des approximations polyno-
miales locales des fonctions de deux variables, via la notion de développement limité. Le résultat suivant
fait office de définition et de théoreéme.

Théoréme 3. Soit f une fonction de classe C' sur R?. Alors, f admet un développement limité
d’ordre 1 en tout point (xg,o) de R?. Ce développement limité est unique. Plus précisément, il existe
une fonction de deux variables e continue en (0,0), vérifiant €(0,0) = 0 et telle que, pour tout (h, k)
"proche" de (o, yo),

flzo+ h,yo + k) = f(0,90) + “V(f) (20, %0) - <Z) - <v h? + k2> e(h, k).

Ezemple. Soit f (z,y) — ye® + e + x2. 1l est clair que f est de classe C* sur R?. On peut alors écrire
le développement limité de f a ordre 1 en (0,0). Pour (z,y) proche de (0,0),

fen) = 700+ 90,0 (5) + (Vi) (o)

- (i + :r2+y) (z.y)

= 1+3y+ (\/m2+y2>
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2.4 Dérivées partielles d’ordre 2

Définition 8. Soit f une fonction définie sur R? et admettant des dérivées partielles d’ordre 1. Si les
fonctions dérivées partielles

(:C,y)r—>81(f)(x,y) et (x7y>'_>a2(f)<x7y)

admettent également des dérivées partielles d’ordre 1, on dit que f admet des dérivées partielles d’ordre
2. On note alors

ai1(f) =0 (al(f)) ag,z(f) = 0y (32(f))
a%z(f) = 81 (32(f)) 831(f) = a2 (al(f))

Remarque 2. Comme précédemment, on rencontrera parfois les notations

92 02 0? 0
(f) = 3_xj;’ 0,5(f) = a_yj;’ 0t ,(f) = ax—gy’ 01(f) = (9y(9j;.

Définition 9. Si la fonction f est de classe C' sur R? et si ses dérivées partielles Oy(f) et Oa(f) sont
de classe C' sur R?, alors on dit que f est de classe C* sur R2.

Exercice 4. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f de ’Exercice ??. Est-elle de classe

Cc%?
1= Naturellement, toute fonction f de classe C? sur R? est aussi de classe C! sur R?.
Proposition 3. Toute fonction polynomiale est de classe C? sur R2.

Théoréme 4.

e La somme, le produit, le quotient dont le dénominateur ne s’annule pas, de fonctions de classe
C? sur R? est de classe C? sur R2.

e La composée d’une fonction de classe C* sur R? a valeurs dans I C R et d’une fonction de classe
C? sur I est de classe C* sur R2.

En toute généralité, 'ordre dans lequel on effectue les dérivées partielles est important. Le théoréme
suivant, central dans cette théorie, affirme qu’en cas de fonction réguliére (de classe C?), c’est la méme
chose.

Théoréme 5 (Théoréme de Schwarz). Si f est une fonction de classe C? alors
8%2(f) - a%l(f)

Définition 10. Soit f une fonction définie sur R? et (x,y) € R?. La matrice hessienne de [ au point
(x,y) est la matrice de My(R) suivante

2 _ 3%1(]‘)(:1:,3;) 8122(f)(1373/)
Vi@ y) = (a§,1<f><m,y> a§,2<f><x,y>> '

Remarque 3. Si f est de classe C* alors, 07,(f) = 05,(f) d’aprés le théoréme de Schwarz donc la
matrice hessienne de f est une matrice symétrique.

Exercice 5. Déterminer la matrice hessienne de la fonction f de 'Exercice 7?7 au point (1, 2).

3 Un peu de topologie de R?

Afin de parler de la notion d’extremum, il est nécessaire de préciser quelques notions de topologie sur
les parties de R? sur lesquelles on va rechercher ces extrema.



3.1 Parties ouvertes, parties fermées, parties bornées

Définition 11. Soit r un réel strictement positif et A(xa,ya) un point de R?.
e On appelle boule ouverte de centre A et de rayon r l'ensemble B,(A,r) défini par

Bo(A,r) ={M € R* | d(M, A) < r};
e On appelle boule fermée de centre A et de rayon r l'ensemble By(A,r) défini par :
Bi(A,r) = {M € R* | d(M, A) < r}.

Définition 12. Soit U une partie non vide de R?.

e Une partie U de R? est dite ouverte si et seulement si pour tout point M € U, il existe r > 0 tel
que B,(M,r) C U, soit si e seulement si, pour tout M € U il existe une boule ouverte de centre
A incluse dans U.

e Une partie F de R? est dite fermée si et seulement si son complémentaire F est une partie
ouverte.

Remarque 4. L’énoncé précisera toujours la nature de la partie U étudiée (ouverte ou fermée). Voici
quelques exemples.
e Toute boule ouverte de R?, tout ensemble de la forme |a, b[x]c, d[ sont de parties ouvertes de R
e Toute boule fermée de R?, tout ensemble de la forme [a, b] X [c, d] sont de parties fermées de R

Définition 13. Une partie Q de R? est dite bornée si et seulement si il existe R > 0 tel que pour tout
M e Q, dM,0) <R (ou O estle point (0,0)), c’est-a-dire que Q est inclus dans la boule fermée de
centre O et de rayon R.

Ezxemple.

e Toute boule ouverte de R? (resp. fermées) est une partie ouverte (resp. fermées) et bornée de
R?.

e Tout ensemble de la forme |a, b[x]c, d[ sont de parties bornées de R2.

e Tout ensemble de la forme [a,b] x [c, d] sont de parties bornées de R2.

Exercice 6.
(1) Représenter graphiquement les domaines ouverts suivants

Uy =]0;1[x]0; 1[, Uy =]0;1[xR, Us = Rx]0; 4+00.
(2) Représenter graphiquement le domaine ouvert
U4:{(x,y)€R2: x20€tx<y}

et le domaine fermé
F={(z,y) eR}: z+y<1}.

4 Recherche d’extrema

4.1 Extremum local

Définition 14. Soit f une fonction définie sur un ouvert U et soit (xo,yo) un point de U.
e On dit que f admet un minimum local en (xq,yo) s’il existe r > 0 tel que

V(z,y) € B((zo,%0),7) NU,  f(x,y) = f(z0,Y0)-
e On dit que f admet un mazimum local en (xg,yy) s’il existe v > 0 tel que
V(z,y) € B((zo,%0),7) U,  f(x,y) < fz0,Y0)-

e On dit que f admet un extremum local en (xg, o) lorsque f admet soit un minimum soit un
maximum local en ce point.
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4.2 Point critique

Définition 15. Soit f une fonction de classe C' sur un ouvert U. On dit que (xg,yo) € U est un point
critique de f si et seulement si

_ (0 : O (f)(wo,y0) =0
V(f)(xo,y0) = <O> donc ssi { 95(F)(o. 7) = 0
Théoréme 6. Soit f une fonction de classe C* sur un ouvert U. Si f admet un extremum local en

(x0,90) € U, alors (xo,y0) est un point critique de f.

1= Le théoréme précédent donne une condition nécessaire a ’existence d’un extemum local. Atten-
tion, la réciproque est fausse; il peut exister des points critiques de f qui ne sont pas des extremums
locaux.

Exercice 7. Soit la fonction f définie par f(z,y) = x* + 3y* + 2zy — 4y. Déterminer le ou les points
critiques de f.

4.3 Condition suffisante d’existence d’un extremum local
Théoréme 7. Soit f une fonction de classe C* sur un ouvert U et soit (xg,yo) un point critique de

f. Awvec les notations précédentes, on a

e Si les valeurs propres de la matrice hessienne V*(f)(xg,y0) sont strictement positives, alors
f admet un minimum local en (xo, o).

e Si les valeurs propres de la matrice hessienne V2(f)(xo,yo) sont strictement négatives, alors
f admet un maximum local en (o, o).

e Si les valeurs propres de la matrice hessienne V2(f)(xg,y0) sont non nulles et de signes
opposés, alors [ n'admet pas d’extremum local en (xg,yo). On parle de point col (ou point

selle).
e S5i 0 est valeur propre de la matrice hessienne V2(f)(xo,y0), alors on ne peut rien dire.

& Meéthode. Lorsqu’on cherche les extrema d’une fonction f:
e On commence tout d’abord par chercher les points critiques de f.
e Pour chaque point critique, il faudra vérifier si c¢’est un extremum ou non.

Exercice 8. Soit f(z,y) = 3zy — x® — y>. Déterminer, si ils existent, les extremums locaux de f et
préciser leurs natures.

4.4 Extremum global

Définition 16. Soit f une fonction définie sur une partie U de R? et soit (zo,yo) un point de U.
e On dit que f admet un minimum global en (x¢,yo) si :

V(l’,y) S U7 f(x,y) Z f('r07y0>'

e On dit que f admet un maximum global en (xy,yo) si :
V((L’,y) € U7 f<x7y) Sf(J;anO)'

e On dit que f admet un extremum global en (xg,yo) lorsque f admet soit un minimum soit
un maximum global en ce point.

Théoréme 8. Soit f une fonction continue sur une partie F' fermée et bornée de R®. Alors f est bornée
et atteint ses bornes sur F. Ainsi, f admet un maximum et un minimum global sur F.

Remarque 5.

e Si f admet extremum global en (zg, o), alors c’est également un extremum local donc (zg, yo)
est un point critique de f.

e Pour savoir si un extremum local en (xg, yy) est également un extremum global, il faut comparer
f(z,y) et f(xg,yo) pour tout (x,y) € U. Cette étape est souvent guidée par I’énoncé.



4.5 Quelques illustrations

4y.
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5 Autres exercices

Exercice 9. (D’aprés EML 2006) On note F' : R? — R Papplication définie pour tout (z,y) € R? par

Floy)=(z-1)(y—-2)(zr+y—6).
(1) Montrer que (4,2) et (2,3) sont des points critiques de F.
(2) Est-ce que F présente un extremum local au point (4,2) ? au point (2,3) ?

Exercice 10. Déterminer les extremums de la fonction f définie sur R? par : f(x,y) = zy(z +y — 1).

Exercice 11. Soit f définie sur R? par : f(z,y) = 92% + 8xy + 3y> + = — 2y.
(1) Montrer que f admet un seul extremum sur R?. Quelle est sa nature?
(2) Calculer f(—1/2,1) puis retrouver le résultat de la question précédente en développant I’expression

; +4 12+11 +12
yr3t—y 3 \"T3)

(3) Cet extremum est-il global ?

Exercice 12. Soit la fonction f définie par : f(z,y) = z ((In(z))? + 3?).
(1) Préciser le domaine de définition de f et le représenter. On admet que ce domaine est ouvert.
(2) Montrer que f est de classe C* sur ce domaine.
(3) Montrer que f admet un seul extremum local. Préciser sa nature et sa valeur.
(4) Cet extremum est-il global ?

Exercice 13. Soit f définie sur R? par : f(z,y) = zye~ @ "),
(1) Calculer 0;(f) et Oa(f)
(2) Déterminer les points critiques de f et indiquer si ces points correspondent & un minimum ou
un maximuim.

Exercice 14. (D’aprés EML 2015) Dans cet exercice on pourra utiliser ’encadrement suivant : 2 <
e < 3.
(1) On considére 'application ¢ : R — R, x — p(x) = z%e” — 1.
(a) Dresser le tableau de variations de ¢, en précisant les limites de ¢ en —oo et en +oo et sa
valeur en 0.

. 1
(b) Etablir que I'équation e” = —, d’inconnue x €]0; +oo[, admet une solution et une seule,
x
1
notée «, et que « appartient a I'intervalle } 5; 1 {
On considére louvert U =]0, +0o[xR de R? et 'application de classe C? suivante :

1
g=U—R,(z,y) — g(z,y) = — + " —y’e’
X

(2) Représenter graphiquement I’ensemble U.

(3) Calculer, pour tout (z,y) de U, les dérivées partielles premiéres de g en (z,y).

(4) Montrer que g admet deux points critiques et deux seulement, et que ceux-ci sont («,0) et
(o, —2), ot «x est le réel défini & la Question 2.

(5) Est-ce que g admet un extremum local en (o, 0)?

(6) Est-ce que g admet un extremum local en (o, —2)7

(7) Est-ce que g admet un extremum global sur U?
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Exercice 15. (D’aprés ECRICOME 2007) On consideére, sur I'ouvert R% x R*, la fonction ¢ définie
par

o) = (341 ) 0+ +)

(1) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de g sur R* x R¥.
(2) Montrer que g admet un extremum local sur R x R* dont on précisera la nature et la valeur.
(3) On considere la fonction f, définie sur R par

f(t):%(tJr%).

(a) Montrer que pour tout ¢t > 0, on a: f(t) > 1.
(b) Vérifier que
x
o) =1+ file)+ o)+ £ ().

(c) En déduire que 'extremum local est un extremum global de g sur R¥ x R .

Exercice 16. (D’aprés EDHEC 2010) On considére la fonction f définie, pour tout couple (x,y) de
l'ouvert |0, +00[x]0, +-00[, par

1 1
flz,y) = (z+y) <;+§> :
(1) Montrer que, pour tout couple (z,y) de |0, +00[x]0, +00[, on a
T T +y)?

Ty xy

(2) Montrer que f est de classe C? sur ]0, +o00[x]0, +o0].

(3) Montrer que f posséde une infinité de points critiques et les déterminer.

(4) Déterminer les dérivées partielles secondes de f et vérifier que ces derniéres ne permettent pas
de conclure a I'existence d'un extremum local de f sur |0, +o0[x]0, +o0].

(5) (a) Comparer les réels (z + y)? et 4zy.
(b) En déduire que f admet sur |0, +00[x]0, +00[ un minimum global en tous ses points critiques

et donner sa valeur.
(6) Soit g la fonction définie pour tout (z,y) de ]0, +00[x]0, +00], par

g(z,y) =2In(z+y) —lnz —Iny.

Montrer que
Y(z,y) €]0, +00[x]0, +00], g(z,y) > 2In2.

Exercice 17. (D’aprés EDHEC 2005) Soit f la fonction définie sur R? par
V(z,y) € B2, f(z,y) = a4,

(1) Justifier que f est de classe C? sur R.
(2) (a) Déterminer les dérivées partielles premiéres de f
(b) En déduire que le seul point en lequel f est susceptible de présenter un extremum local est
A=(-1,0).
(3) (a) Déterminer les dérivées partielles secondes de f.
(b) Montrer qu’effectivement, f présente un extremum local en A. En préciser la nature et la
valeur.
(4) (a) Montrer que: V (x,y) € R?, f(z,y) > ze”.
(b) En étudiant la fonction g définie sur R par g (x) = xe®, conclure que I'extremum trouvé a
la question 2b) est un extremum global de f sur R?.
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Exercice 18. (D’aprées EDHEC 2015)
On considére la fonction définie sur R? par :

V(z,y) € R, fla,y) = 22% +y® + 12 + 4y + 22y + 24.

(1) Justifier que f est de classe C? sur R
(2) (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f puis déterminer le seul point critique (a,b) de
f
(b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f et écrire la matrice hessienne V2(f)(a,b) de f
en son point critique.
(c) Déterminer les valeurs propres de V2(f)(a,b) et en déduire que f admet un extremum local
m au point (a,b) dont on précisera la nature (minimum ou maximum) et la valeur.
(3) Le but de cette question est de montrer qu’en fait cet extremum est global.
(a) Compléter le membre de droite de 1'égalité suivante

2
2x2+2xy—|—12a::2<x+%—|—3> .

2
1
(b) Compléter de méme 1'égalité : % —2y+6= é(y —2)%2+...
(¢) En déduire une autre écriture de f(z,y) montrant que lextremum trouvé plus haut est
global.

Exercice 19. (D’aprés EML 2006) Une urne contient des boules blanches, des boules rouges et des
boules vertes.

e La proportion de boules blanches est b.
e La proportion de boules rouges est r.
e La proportion de boules vertes est v.

Ainsi,ona.: 0<b<l, O0<r<l, O<wv<l avec b+r+v=1

On effectue des tirages successifs avec remise et on s’arréte au premier changement de couleur.

Pour tout entier naturel ¢ supérieur ou égal a 1, on note B; (respectivement R;; V; ) 'événement "la iéme
boule tirée est blanche" (respectivement, rouge ; verte).

On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

Par exemple, lorsque le résultat des tirages est Vi, V5, Bs, la variable aléatoire X prend la valeur 3.
Partie I

(1) Préciser les valeurs possibles de X.
(2) Montrer : Vk € N\ {0,1}, P(X=k)=(1-b)b"" +(1—r)r* 1+ (1 —0v)o*!
(3) Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance et que :

1 1 1
E(X)= —2
(X) 1—b+1—r+1—v
Partie 11
On consideére la fonction f de classe C? sur 0, 1] x ]0, 1| définie par :
1 1 1
1 1 =
¥(o) €00 X10.10, £ () = 1+
(1) Calculer, pour tout (z,y) € ]0,1[ x |0, 1, g (x,y) et g (x,y).
2 Y

(2) Montrer qu'il existe un unique point I de ]0, 1[ x |0, 1[ en lequel f est susceptible de posséder un
extremum local et déterminer /.

. 2
(3) Soit M = <1 5

(4) Montrer que f admet en / un minimum local.

(5) Exprimer E (X) en fonction de f (b, 7). Que peut-on dire de E (X) lorsque b=1r =v =

. Déterminer le spectre de M.

W =
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Exercice 20. (D’aprées ECRICOME 2017) Dans tout l’exercice, a est un réel strictement positif.

Partie A

On considére la fonction ¢ définie sur R™ par: Vo > 0, p(x) = In(z) — ax®®
(1) Déterminer ilir(l) o(x) et $1_1>I_'I_loo ().

1
(2) Démontrer que si a < @/2 , I'équation ¢(x) = 0 admet exactement deux solutions z; et =z,

vérifiant : z2; < 29 < 29.

Quesepassetll&a—w 7Sla>\/

Partie B

Soit f la fonction définie sur Pouvert U = (R™*)? par :
V(z,y) €U, fx,y) =In(z)In(y) — (zy)".
(1) Justifier que f est de classe C? sur U.

(2) Calculer les dérivées partielles premicres de f.
(3) Démontrer que pour tout (x,y) € U:

. . xr =1,
x,1y) est un point critique de [ <=
(z,y) p q / { o(z) = 0.

/1
(4) Démontrer que si a < 20 la fonction f admet exactement deux points critiques : (21, z1) et

29, 29), OU 27 et zo sont les réels définis dans la partie A.

/1 /1
Déterminer aussi les éventuels points critiques de f dans les cas o a = % et a > o
e e

Partie C

1
Dans cette partie, on suppose que a < % On rappelle alors que la fonction f admet exactement
e

deux points critiques: z1, 21) et (29, 22), 00 27 et 25 sont les réels définis dans la partie A.

(1) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f.

(2) Calculer la matrice hessienne de f au point (21, z1). Vérifier que cette matrice peut s’écrire sous
la forme : 1
27,2072 _ 27202

2
V2(f)(21,z1) = 1 A1
- a2z12 —2 _a2212a72

22

(3) On pose M = V2(f)(21, 21), X1 = G) ot Xy = (‘11).

Calculer M X, et M X5, et en déduire les valeurs propres de M.
(4) La fonction f présente-t-elle un extremum local en (21, 21)?

Si oui, est-ce un minimum ? Un maximum ?
(5) La fonction f présente-t-elle un extremum local en (29, 22)7

Si oui, est-ce un minimum ? Un maximum ?



