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Chapitre 16. Fonctions réelles d'une variable réelle
[T - Calcul intégral (sur un segment)

Ce chapitre est la premiére partie d'un dyptique consacré au calcul des intégrales, qui apparaissent dans
divers problémes que nous pourrons rencontrer comme le calcul de ’aire d'une surface du plan ou la
modélisation d’une expérience aléatoire par une loi de probabilité a densité. La notion d’intégrale d’'une
fonction est liée a celle de primitive, que nous rappelons, en fournissant un formulaire, en préambule du
chapitre.

1 Préliminaires: rappels sur les primitives

Définition 1. On dit que la fonction F' est une primative de la fonction f sur l'intervalle I si F' est
dérivable sur I et si, pour tout x € I,

Ezemple.

(1) La fonction F : z — %3 + 2 est un primitive de la fonction f: x — 2% + 2 sur R.

(2) La fonction logarithme népérien F' : x +— Inx est une primitive de la fonction f : x — % sur
10, +o0l.

(3) La fonction F': x — e + bx — 7 est une primitive de la fonction f : z — e* 4+ 5 sur R.

Théoréme 1 (Existence de primitives d’une fonction continue sur un intervalle).
Toute fonction f continue sur un intervalle I posséde au moins une primitive F sur 1.

1= Ce théoréme peut-étre prolongé. En effet, il est également possible de montrer que toute fonction
continue par morceaux sur un intervalle /, admet au moins une primitive.

Proposition 1 (Primitives d’une fonction continue sur I).
Soit f une fonction continue sur un intervalle .

e Si F' est une primitive de f sur I alors 'ensemble des primitives de f sur I est I'ensemble des
fonctions de la forme

r— Fx)+k ou keR.

e Soient a et b deux nombres réels. Alors, il existe une unique primitive F' de f telle que F'(a) = b.

Pour dresser un formulaire des primitives des fonctions usuelles, il suffit de prendre le catalogue des
dérivées et de le lire & l'envers. Dans le tableau suivant, ¢ désigne une constante arbitraire (appelée
constante d’intégration).



2 Chapitre 16. Calcul Intégral (sur un segment)

Fonction Sur l'intervalle | Primitives
z—1 R T—T+c
T R T > % +c
z+— 2" (n €N) R xr—>f;:r+11+c
r— 2% (a e R\ {-1}) | R% =t e
1 *

Tt R i+ In(z) + ¢
T +— e R r— et +c

1 Bien sfir, si on a besoin d’une seule primitive, on peut choisir arbitrairement la constante d’intégration
c. En général on choisit ¢ = 0, pour simplifier les calculs.

Exercice 2. Déterminer une fonction G, définie sur R*, dérivable sur R* et R*, telle que, G(1) = 3,

1
G(—2) =1 et, pour tout z € R*, G'(z) = —;.
x

Proposition 2. Soient I un intervalle, f : I — R une fonction continue et Fi, Fy deux primitives de f
sur . Alors, pour tous a,b € I, Fy(b) — Fi(a) = F3(b) — Fy(a).

2 Intégrale sur un segment - Généralités
2.1 Intégrale d’une fonction positive - Aire sous la courbe
Définition 2. Soit f: [ — R une fonction con- ’
tinue et positive (i.e. f(x) > 0 pour tout x € I).

Soient a,b € I avec a < b. On définit ['intégrale
de f entre a et b, que l’on note

[ s

comme [aire de la surface délimitée par les
droites d’équation * = a, x = b, 'axe des ab-
scisses et la courbe de f.

i Dans l'expression qui définit 'intégrale, x est une variable muette. Cela signifie qu’on peut la
remplacer sans aucun probléme par une autre lettre. On peut écrire par exemple

/abf(a:) do = /abf(t) dt.

Si a > b, on donne un sens a l'intégrale en posant

/abf(t)dt _ —/baf(t)dt.

1 La définition de 'intégrale assure notamment que / f(t)dt =0.
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Si f est continue mais pas nécessairement positive, on peut alors I’écrire comme différence de deux
fonctions positives (correspondant aux parties positives et négatives de la fonction)

f=1r—=1r
et l'intégrale de f est alors la différence des intégrales de f* et f~. Il découle immédiatement et
simplement de cette définition de 'intégrale des propriétés cruciales.

Proposition 3 (Relation de Chasles). Soient I un intervalle, f : I — R une fonction continue, et

a,b,c € 1. Alors, ,
f dr = f dr + f dx.

Si la définition est simple & comprendre, le calcul explicite de 'intégrale parait cependant compliqué.
Néanmoins, on observe facilement le fait suivant dont la généralisation permet de calculer I'intégrale a
partir d’une primitive.

Proposition 4. Soit f : [a;b] — R une fonction continue, monotone et positive. Alors, la fonction F

définie sur [a; b] par
F(x) = / f(t)de
) = f(z).

est dérivable sur |a, b] et, pour tout = €|a, b, F'(x) =

La preuve, faite en classe, est trés instructive et utilise un encadrement de l'intégrale par 'aire de
rectangles et la continuité de f. Ce résultat se généralise a toute fonction continue, mais la preuve est
ici admise.

2.2 Intégrale d’une fonction continue et primitives

Théoréme 3. Soient I un intervalle et f : I — R une fonction continue et F une primitive de f sur
1. Alors, pour a,b € I, on peut calculer l'intégrale entre a et b

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

1= La Proposition 2 assure que la valeur de I'intégrale ne dépend pas du choix de la primitive.
i [] est fréquent d’utiliser la notation suivante. Si g : [a,b] — R, on note [g]° = g(b) — g(a). Ainsi,
on peut écrire le calcul de I'intégrale sous la forme

b
/ f(x)do = [F ()],

Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes

1 1dt 1
() / xdz, (i) / = (447 ) / ridx.
0 1/2 -1

Exercice 5. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a € I. Pour tout x € I, on pose

oa) = [ s
Démontrer que g est la primitive de f qui s’annule en a.
2.3 Propriétés de l’'intégrale

Proposition 5 (Linéarité de I'intégrale). Soient I un intervalle, f,g: I — R deux fonctions continues,
et A € R. Alors, pour tous a,b € I,

/ab (f(z) + g(x))dz = /abf(x)der/abg(x)dx
et

/ab)\f(x)dx:A/abf(:c)dx.
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i La linéarité de l'intégrale permet notamment de calculer les intégrales de fonctions obtenus par
combinaisons linéaires de fonctions usuelles dont on sait déterminer des primitives.

1
/ (—x6+2x5+8x — 2% 4+ 3> dzx.
-1

Proposition 6 (Positivité de I'intégrale). Soient / un intervalle et f : I — R une fonction continue et
positive (i.e. pour tout x € I, f(x) > 0). Alors, pour tous a,b € I,

/a " Hbat > 0

On en déduit immédiatement les corollaires trés utiles suivants.

Exercice 6. Calculer

Corollaire 1. Soient I un intervalle et f,g : I — R deux fonctions continues telles que, pour tout
x€l, f(x) > g(x). Alors, pour tous a,b € I,

/a Hat > / " gyt

Corollaire 2. Soient I un intervalle et f I — R continue. Alors, pour tous a,b € I,

(/ab\f(t)\dt = 0> — (Vz € [a;b], f(z)=0).

Exercice 7. (Une preuve d'une limite usuelle)
(1) Soit x > 0 fixé. Montrer que, pour tout réel t € [0, z],
1 1
< ——<1.
14+2 = 14+t~

(2) En intégrant par rapport a ¢ entre 0 et z 'inégalité précédente, montrer que

< In(1 < z.
T2 S n(l+z) <z

(3) Retrouver alors un résultat bien connu.

Exercice 8. (Séries de Riemann)

(1) Montrer que, pour tout n > 2, pour tout « > 0 différent de 1,

e 1 " odx
<< -
o T o T a
n T n ne1 T
(2) Démontrer le critére de convergence des séries de Riemann, énoncé dans un chapitre précédent.

On a déja vu qu’une fonction continue sur un intervalle [a; b] était bornée (et atteignait ses bornes).
Cette remarque, combinée & la positivité de 'intégrale, nous permet d’établir le résultat capital suivant,
trés utilisé dans les exercices.

Proposition 7. Soit f une fonction continue sur [a;b]. Alors,

/f dt' /|f )t < (b a) max | (5)].

te(a;b]

Exercice 9. (D’aprées EML 1993)
Pour n € N, on considére 1’1ntegrale

1
Iy = / ze % (1 — z)"dx.
0

(1) Déterminer les variations de la fonction z —— ze ™ sur [0; 1].



(2) En déduire que, pour tout entier n € N,

(3) En déduire la limite de la suite (J,,).

2.4 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

On définit U'intégrale d’une fonction continue par morceaux de fagon évidente; on calcule 'intégrale
sur chaque "morceau" ou la fonction est continue, puis on fait la somme.

Ezemple. On définit une fonction f sur [0, 1] en posant f(z) =x sixz € [0,1] et f(x) = —x siz € [1,2].
Alors f est continue par morceaux sur [0, 2] et:

/02f(x)dx - /Olf(x)dx+/12f(x)dx

2
= /xdx—l—/ —zdx
0 1

= -1

3 Meéthodes de calcul d’intégrales

Si on peut parfois facilement trouver une primitive de la fonction que l'on cherche a intégrer a 'aide
de combinaisons de fonctions élémentaires, ce n’est pas toujours le cas (et c’est parfois méme impossible
- la fonction z — exp(—2?) par exemple). Ainsi, on présente ici quelques techniques de calcul pour les
fonctions qui ne paraissent pas, de prime abord, triviales a intégrer.

3.1 Reconnaitre une dérivée

On sait que si u est une fonction dérivable, la dérivée de In(u) (sous réserve que In(u) ait un sens) est
%. On sait aussi que la dérivée de e* est u'e*. Et on sait que la dérivée de u® (1t a est une constante)
est, sous réserve que u® ait un sens, au® . On peut présenter ces résultats "a Ienvers" pour obtenir le
tableau suivant

Fonction | Primitives | Remarques

%, In(u) + ¢ on suppose que u est a valeurs > 0

u'e” e +c

u'u® %Hu““ + ¢ | on suppose que u est a valeurs > 0 et que a # —1

Exercice 10. Calculer les intégrales

1 3 da 2 oVE
(i) /0 2?4 e, (i) / o ) [

1 S 2 t2 3 ot
w 20 — 1)e” " idx; v ——dt; vl dt.
) [ -1 0 [ A= o) [
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3.2 Intégration par parties

Proposition 8 (Formule d’intégration par parties). Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un
intervalle I. Soient a et b deux éléments de I. Alors,

1 On pourra retenir la formule d’intégration par parties sous la forme abrégée

/uv' = [uv] — /u'v.

Ainsi, 'intégration par partie raméne I'intégration de uv’ & celle de u'v.

Exemple. A priori, il n’est pas évident de calculer une primitive de la fonction x — ze®. Une intégration
par parties permet de le faire. Posons u(z) =z et v/(z) = ¢”. On a donc «/(x) = 1 et on convient que
v(x) = e®. Par intégration par parties

t t t
/ ze® dr = [u(z)v(x)]h — / u'(z)v(x)de = [z — / e*dr = te' — [e”]h = te' — €' + 1.
0 0 0
Ainsi, la primitive de z — ze® qui s’annule en 0 est ¢t — te! — e’ + 1 (on peut d’ailleurs le vérifier

facilement a posteriori).

Exercice 11. (IPP, niveau 1)

(1) A l'aide d’une intégration par parties, calculer 'intégrale

/1 o in(z)da.

(2) A l'aide d’une intégration par parties, déterminer la primitives sur R de In qui s’annule en 1.

Exercice 12. Soit n € N. A I'aide d’une ou plusieurs IPP successives, calculer les intégrales suivantes
e 1 e
(1) / t"In(t)dt, (i7) / (% + x)e"dx, (i1 / t"(Int)*dt.
1 0 1

3.3 Changement de variable

Proposition 9 (Formule de changement de variable). Soient ¢ une fonction de classe C' sur un intervalle
I et f une fonction continue sur U'intervalle ¢(I). Soient a et b deux éléments de . Alors,

#(b)
/ f@)d @) dr= [ f)a
#(a)

Preuve. Soit F une primitive de f sur ¢(I) (dont I’assurance est garantie car f est continue). La fonction
F o ¢ est alors dérivable, comme composée de telles fonctions, et on a (F o ¢) = (F' o ¢)¢’. Ainsi,

b b ¢(b)
/ fod(t)d(dt — / (Fo)(dt = F($(a)) — F®) = [ f)dt

¢(a)

& En pratique, quand on fait un changement de variable pour calculer une intégrale du type

/ Flu r,

on commence par écrire "posons t = u(z)". Ensuite, on utilise la formule mnémotechnique
o' (z)dz = dt.

Enfin, on ajuste les bornes d’intégration en remarquant que si x parcourt U'intervalle [a, b], alors t = u(z)
parcourt 'intervalle [u(a), u(b)].



FExemple. Calculons

U odx
/0 r+1
On poset =x+ 1. On a donc dt =1 - dz = dx. Donc
Yde [Pt
/0 t+1 ), ¢
Puisque x parcourt l'intervalle [0, 1], t = z + 1 parcourt [1,2]. Finalement,

/01 de [nt)? =In(2) — In(1) = In(2).

r+1

Exercice 13. Calculer, avec un changement de variable, les intégrales

LY dt T VA P [ In@)"
(@)/0275—_’_1, (17) 7 t (m)/l 1+6$dx, (w)/l ; dt.

Exercice 14. Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [—a, a).

1) Démontrer que si f est impaire, son intégrale entre —a et a est nulle;
q p g
(2) Démontrer que si f est paire, son intégrale entre —a et a vaut le double de son intégrale entre 0
et a.

4 Sommes de Riemann a pas constant - Méthode des rectangles

Le résultat suivant, dont une preuve est proposée dans un probléme de 'EDHEC (voir Exercice 26)
propose un calcul d’intégrale - donc de I’aire sous la courbe - comme limite (lorsque n tend vers +00)
des sommes des aires des rectangles de largeur 1/n et de hauteur f(k/n).

Théoréme 15. Soit f une fonction de classe C* sur [0;1]. Alors,

nﬁffm% () /f

1= [intervalle des indices sommés peut étre remplaeé par [0;n—1] ou [0; n] sans changer le résultat.

Exercice 16. Déterminer

VI +HV2 4 =1
lim
n—-+oo n\/ﬁ

1 1
1i TR
nilfoo”(mﬂ)z* +<n+n>2)
Exercice 17. (Extrait de ECRICOME 2018) Montrer que

2n

) 1
nl—lgloo 2 5= 21n(2).

5 Fonctions définies par une intégrale

On a observé que la fonction z — [ f(t)dt ¢tait la primitive de f s’annulant en a. on peut formuler
ce résultat "a l'envers".

Corollaire 3. Soit f: I — R une fonction continue (I étant un intervalle). Soit a € I.

On pose, pour tout x € I,
~ [ 1w

Alors g est dérivable et, pour tout x € I,
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FExemple. Posons, pour tout = > 0,
o(z) = / (In )2 dt.
1

Alors, la fonction g est dérivable sur R% et, pour tout > 0
g'(z) = (Inz)*.
On en déduit par exemple que g est croissante sur R7.

Exercice 18. (D’aprés EML 2004)
On considére la fonction G : R — R définie par

G(x) / t2 dt
x) = —dt.

—z V112
(1) Montrer que G est impaire.

(2) Montrer que G est de classe C! sur R et déterminer G’(z), pour tout x € R.
(3) Montrer que, pour tout ¢ > 0,

2e!
> t.

V1412~

lim G(x) = +oo.

T—r+00

(4) Dresser le tableau de variations complet de G.

En déduire que

6 Autres exercices
1

nlin(n)

)

Exercice 19. (Divergence de la série de Bertrand )

(1) Etudier les variations de x — et en déduire que, pour tout entier n > 2,

zIn(z)

1 >/n+1 dzr
nln(n) = J, xln(z)

(2) Montrer que, pour tout entier N > 2,

N

> mi(n) > In(In(N + 1)) — In(In(2)).

(3) Conclure quant & la nature de la série.

Exercice 20. On pose, pour tout entier naturel n,

1 1
I, == [ (1-t)edt.
n! J,
(1) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout entier n > 1,
1
[n - [n,1 - .
n!

(2) En déduire que, pour tout entier n € N, on a la relation

"1
Inze—ZH
k=0

(3) A l'aide d’un encadrement de l'intégrale I,,, montrer que I, — 0, n — 4o00.

(4) Déterminer alors la valeur de
+oo
1

2 or

n=0



Exercice 21. (Somme de la série harmonique alternée)

On pose, pour tout entier n > 1,

" (1 JE:
n,=S" et L= ~—
2 ¢ o (1+ o)t

k=1
(1) En intégrant par parties, montrer que pour tout entier n > 1,
1
I, = —1,.
n+1 n+ 1 n

(2) Calculer Ij et en déduire 1.
(3) En déduire que, pour tout entier n > 1, T;, = In(2) + (—1)""'1,.
(4) Montrer que, pour tout n > 1,

1

0<7], < .
- n+1

(5) Conclure.

Exercice 22. On pose, pour tout entier naturel n > 1,

1 1
tn
I,= | ——=dt, et J,= [ t"In(l+ t*)dt.
AiH¢2 ‘ A n1+19

(1) Calculer I; puis montrer que la suite (I,,) converge vers 0.

(2) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout entier n > 1,
~ In(2) 2
"Tn4+l 1M

(3) En déduire la convergence de (.J,,).
(4) Déterminer a € R tel que

lim (§)141:1.

n—+oo \ N

Exercice 23. (D’aprés ESCP 2017, série T) On pose, pour tout entier n € N

1
.2
In:/ e dux.
0

(1) Justifier que tous les termes de la suite (I,,) sont bien définis.
(2) Déterminer la limite de la suite (1,,).
(3) Montrer que

1 1
L=-——.
2 2e
(4) A l'aide d’une intégration par parties astucieuse, montrer que
n+1 1
I, 0= I, — —.
A 2¢
(5) En déduire la limite de (nl,) lorsque n tend vers +oc.
Lo,
(6) Pour n > 1, on pose u, = — Tl.
) n!
(a) Etablir la relation
1 1
n =Up — 57— X .
Ut = e T o a1 1)!
(b) En déduire que, pour tout n > 1,
1 11
Uy == —— Y —.
2 2e k!

(c) Donner, sous forme de somme, I'expression de I, en fonction de n.
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Exercice 24. (D’aprées EDHEC 2011)

1
On considére la fonction f définie sur RT par f(0) = 5 et, pour x > 0,

2 Tt
= — dt.
fa) =5 / -

(1) (a) Montrer que
Vo €]0,+oo, Vte|0,z], L < L < 1
e +1 " et4+17 2
(b) Etablir alors que, pour tout réel  strictement positif, on a
1 1
g s f@) <5
(c¢) En déduire que la fonction f est continue (a droite) en 0.

(2) (a) Montrer que f est de classe C! sur ]0, o0, puis vérifier que, pour tout réel x strictement
positif, on peut écrire
4
f'@) = ~—50(),

ou g est une fonction que 'on déterminera.

Studier les variations, puis le signe de la fonction g. En déduire que f est décroissante sur
b) Etudier | t le signe de la fonction g. En déd td t
R*.

(3) (a) Montrer que, pour tout réel ¢ positif, on a

t <1.
et+17
(b) En déduire la limite de f(x) lorsque z tend vers +o0.
Exercice 25. (D’aprés ECRICOME 2005)
On considére, pour tout entier naturel n, 'application ¢,, définie sur R par

Ve eR, ¢,(r)=(1—2)"e ™

ainsi que l'intégrale

1
I, :/ on (7) dz.
0

On se propose de démontrer 'existence de trois réels, a, b, c tels que

c 1 .
I, =a+ - + — + Ea(n) avec nl_lglooa(n) = 0.
(1) Calculer Iy, I.
(2) Etudier la monotonie de la suite (1,,), -
(3) Déterminer le signe de I,, pour tout entier naturel n.
(4) Qu’en déduit-on pour la suite (1), cn?
(5) Majorer la fonction g : x — e** sur [0, 1].
(6) En déduire que
1
VvneN, 0<I,< )
n+1

(7) Déterminer la limite de la suite (1), lorsque n tend vers I'infini.
(8) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

VneN, 2 =1—(n+1)1I,.
(9) En déduire la limite de la suite (n 1), .y lorsque n tend vers I'infini.

(10) Déterminer la limite de la suite (n (n 1, — 1)), oy lorsque n tend vers l'infini.
(11) Donner alors les valeurs de a, b, c.
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Exercice 26. (Inspiré de EDHEC 2008) Soit f une fonction de classe C! sur [0; 1].
(1) Montrer qu'il existe M > 0 tel que, pour tous z,y € [0;1],

|f(z) = f(y)] < M|z —y].

(2) En déduire que, pour tout entier n > 1, pour tout entier k € [0;n — 1], et pour tout réel

te [& kL]
f(ﬂ—f(%) gM(t—S).

n’ n
(3) En intégrant 'inégalité précédente, montrer que, pour tout entier n > 1, pour tout entier k €

[0;n — 1],
k+1

o 1 k M
— 2] <« =

" ra-1r ()] < 5

(4) En déduire que, pour tout entier n > 1,

! 1e= [k M
[ roa- 2y (2 <5
0 n = n 2n

puis que

(5) Application. Déterminer

et
1 1

li T T B
nrtoo " ((n M R (n+n)2)
Exercice 27. (D’aprés ECRICOME 2004, Extrait Concours Blanc Juin 2016)
Soient f la fonction numérique de la variable réelle définie par :
1
Vit

et (u,) la suite de nombres réels définie, pour tout entier n € N par :

VeeR, f(x)=

1
U, :/ 2" f(z)dx.
0
On note Cy la représentation graphique de f, relativement a un repére orthonormal.

I - Etude de f.

(1) Montrer que la fonction f est paire sur R.

(2) Etudier les variations de f sur l'intervalle [0, +oo|.

(3) Déterminer la limite de f lorsque = tend vers +oo.

(4) Montrer que f est bornée sur R.

(5) Donner l'allure de Cy.

(6) Montrer que f réalise une bijection de I'intervalle [0, 4-00[ sur un intervalle J & préciser.

(7) Pour tout y de l'intervalle ]0, 1], déterminer I'unique réel x appartenant a I'intervalle [0, +oo] tel
que :

f(z)=y.

(8) Déterminer alors la bijection réciproque f~1.
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IT - Calcul d’aire
On considére la fonction numérique F' de la variable réelle x définie par :

F(q:)zln(q:—i—m).

Pour tout réel A strictement positif, on note A (\) laire (exprimée en unité d’aire) du domaine
constitué par I’ensemble des points M (z,y) tels que :

A<z <2\ et 0<y< f(x)

ainsi N
A = /A f(z)dz.

(1) (a) Montrer que :
VeeR, x+va2+1>0.

(b) En déduire I’ensemble de définition de F'.

(2) Montrer que F est une primitive de f sur R.

(3) Montrer que F est impaire sur son ensemble de définition.

(4) Déterminer la limite de F' lorsque z tend vers +oo. En déduire la limite de F' quand x tend vers
—00.

(5) Exprimer A4 (\) en fonction de A et calculer la limite de A (A) lorsque A tend vers +oc.

ITI - Etude de la suite (u,).

(1) Calculer ug et uy.

(2) Effectuer une intégration par parties et calculer ug.
x3 , T

(3) Déterminer le sens de variations de la suite (uy,).

(4) Montrer que la suite (u,) est convergente. (On ne cherchera pas sa limite dans cette question.)

(5) Justifier 'encadrement suivant :

)

(On pourra remarquer que

xTL

Ve e |0,1], Vn e N, 0<— <2".
0.1 V1422
En déduire que :
1
vneN, 0<u,< .
n+1

(6) Déterminer alors la limite de la suite (u,,).

Exercice 28. (Intégrales de Wallis) Pour n € N, on pose

1
In—/ (1 —*)"dt.
0

(1) Montrer que (I,,) est décroissante.
(2) Montrer que, pour tout u € [0;1]

0<1l—u<e™

(3) En déduire, a I'aide du changement de variables © = \/nu que

o< /ﬁ |
n < — e x.
v Jo

(4) Montrer qu'il existe une constante M > 0 telle que

Vn ) 1 ) Vn
/ e Cdx = / e ¥ dx +/ e dx < M.
0 0 1

(5) En déduire la limite de (7).
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(6) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que
1

[n = [nfl - _In
2n
ce qui donne la relation de récurrence
2
I, = —njnfl
2n +1
(7) En déduire, par récurrence, que

B (2"n!)?

T 2n+ 1)

Exercice 29. (D’aprées ESSEC II 2017) On rappelle qu'une fonction (numérique) sur 'intervalle J
de R est dite conveze si elle vérifie la prpriété suivante:

V(ti,t) € 2, VA€ [0:1],  fOM1+ (1= Nta) < Af(t) + (1= N)f(ta).

On rappelle qu'une fonction f est concave si —f est convexe. On désigne par E l’ensemble des
applications f définies sur [0; 1] & valeurs dans [0; 1], continues et convexes sur [0; 1] et telles que f(0) =0
et f(1) = 1. Pour toute application f de E, on note f I'application associée & f, définie sur [0; 1] par

f(t)=t—f(t).
Enfin, on définit I’indice de Gini de Iapplication f, noté I(f), en posant

f) :2/0 f(t)dtzz/o (t — f(t))dt.

(1) (a) Donner une interprétation géométrique de la propriété de convexiteé.
(b) Lorsque f est de classe C! sur [0; 1], rappeler la caractérisation de la convexité de f sur [0; 1]
a l'aide de la dérivée f’.

(2) (a) Justifier que f est concave sur [0;1].
(b) Montrer que I(f) =1—2 [, f(t)dt
(c) Représenter dans un méme repére orthonormé les fonctions ¢ +— t et f et donner une
interprétation géométrique de I(f).

(3) Un premier exemple

Soit f: [0;1] — R telle que f(t) = ¢* pour tout ¢ € [0;1].
) Montrer que f est élément de E.

) Calculer I(f).

(a
(b
(4) Propriétés de l’indice de Gini
(a) Pour f élément de E, établir que I(f) > 0.
(b) Montrer que I(f) = 0 si et seulement si f(t) =t pour tout ¢ € [0; 1].
(¢) Montrer que pour tout f élément de E, I(f) < 1.
d) Pour tout entier n > 0, on définit f, sur [0; 1] par f,(t) = t".

(i) Pour tout entier n strictement positif, calculer I(f,).

(ii) En déduire que pour tout réel A vérifiant 0 < A < 1, il existe f dans E tel que

I(f) > A.

(5) Minoration de I’indice de Gini

(a) Soit f éléement de E. Montrer qu'il existe to dans ]0; 1] tel que f(ty) = rn[gol(} f(@).
te

(

(b) Montrer que pour tout t de [0;to], f(t) > f(to)—.

(¢) Montrer que pour tout ¢ de [to; 1], f(t) > f(to)
(d) En déduire que I(f) > f(to).
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Exercice 30. (D’aprées EDHEC 2015)
Partie 1

Dans cette partie,  désigne un réel de [0, 1].

(1) (a) Montrer que :

o 1 1
vYm € N, 0< dt < X :
" \/0 -2 ST 2" mi1

X m

dt = 0.

(b) En déduire que : ml_lg_loo T
k—1
(2) (a) Pour tout réel t de [0, 1] et pour tout k élément de N*, calculer Z 4,
=0
(b) En déduire que :

k=1 2411 ¢ T 42k
Yo = / dt — / dt.
2] + ]. 0 ]_ — t2 0 ]_ — t2

.

p20+1
1 converge et exprimer

(¢) Utiliser la Question 1 pour montrer que la série de terme général —
+o0o x2j+1
= 27+1

(d) Conclure que :

sous forme d’une intégrale que 1’on ne cherchera pas a calculer.

+oo 22+l v 42k
Vk € N, > o= —dt.
=25+ 1 /0 1— 2

On admet sans démonstration que 'on a aussi :
T §2k+1

+o0 ij
Vk € N, 227:/0 ot

j=k+1

Partie 11

Un joueur réalise une suite de lancers indépendants d’une piece. Cette piéce donne pile avec la
probabilité p (0 < p < 1) et face avec la probabilité ¢ =1 — p.
On note N la variable aléatoire égale au rang d’apparition du premier pile.
Si N prend la valeur n, le joueur place n boules numérotées de 1 & n dans une urne, puis il extrait une
boule au hasard de cette urne. On dit que le joueur a gagné si le numéro porté par la boule tirée est
impair et on désigne par A I’événement : "le joueur gagne".

On appelle X la variable aléatoire égale au numéro porté par la boule extraite de I'urne.

(1) Reconnaitre la loi de N.

(2) (a) Montrer que, si m est un entier naturel, la commande 2*floor (m/2) renvoie la valeur m si
et seulement si m est pair.
(b) Compléter les commandes Scilab suivantes pour qu’elles simulent N et X puis renvoient
I'un des deux messages "le joueur a gagné" ou "le joueur a perdu".
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p=input ('p=7"')

N=grand(1,1, 'geom', ) // 'geom' désigne une loi géométrique
X=grand(1,1,'uin', ) // 'uin' désigne une loi uniforme discréte
if then

disp(" ")
else

disp(" ")
end

(3) (a) Donner, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a j, la valeur de Py—q;)(X = 2k + 1).
(b) Donner, pour tout entier naturel k& supérieur ou égal a j + 1, la valeur de

P(N:2j+1) (X == 2k + 1)

(c) Déterminer Py—gj)(X = 2k + 1) lorsque k appartient a [0, j — 1].
(d) Déterminer Py—gj11)(X = 2k + 1) lorsque k appartient a [0, j].

(4) (a) Justifier que
P(X =2k +1) ZP Pinen) (X = 2k +1).

En admettant que 'on peut SClnder la somme précédente selon la parité de n, montrer que :

j 0 23+1
VkeN, P(X=2k+1)= (Z szH)

Jj=k+1

(b) En déduire que :

D q t2k’
Vk € N, P(X:2k+1):—/ dt.
qJo 1—-t

(5) (a) Montrer que
q (2042

li dt = 0.
N A R T

(b) Montrer que :

,iop(x =0 =2 ("t [ )

(c¢) En déduire que :

_p[* 1
P =} [ g

(6) (a) Trouver trois constantes réelles a, b et ¢ telles que, pour tout ¢ différent de 1 et de —1, on
ait :
1 a b c

02l 1—¢ 1+¢ (=02

(b) Ecrire P(A) explicitement en fonction de q.

1
(¢) En déduire que P(A) > 3




