Essec 11 2018 - Option économique - Correction ¢) Montrons par récurrence que P(t) : « D(t) + N(t) < N(0) » est vraie V¢t € [0,T]
Pour t =0 : D(0) = 0 donc D(0) + N(0) = N(0) < N(0) : P(0) est vraie

Partie I : Modéle de population saisonniére Soit t € [0, T — 1]. Supposons que P(t) est vraie.

D(t+1)+N(@t+1)<D@{#)+ N(t) < N() : P(t+1) est vraie
T € N* = durée maximal de la saison.

7 est la variable aléatoire égale a la durée de la saison. Ainsi, 7(Q) = [1,T] et [r = t] =« la ‘Vt € [0,T7], D(t) + N(t) < N(0) ‘
saison s’arréte a la date ¢ »

A un instant £ - d) Vt € [0,T], N(t) = 0 donc D(t) < D(t) + N(t).

— la génération d’insectes s’éteint en déposant des ocufs Ddaprés 2c), on a donc ‘ vt € [0,T], D(t) < N(0) ‘
— N(t) = nombre moyen d’ceufs produits a U'instant ¢.

Un individu produit en moyenne « ceufs, avec o > 0. e) On suppose que p(0) = 1
— p(t) = proportion des ceufs pondus a l'instant ¢ qui rentrent en diapause. i) Montrons par récurrence que P(t) : « N(t) = 0» est vraie V¢ € [1,T]
— Les ceufs qui ne sont pas entrés en diapause éclosent a ¢t + 1. Pour t=1: N(1) = a(1 — p(0))N(0) = 0 car p(0) = 1 donc P(1) est vraie
— D(t) = nombre d’ceufs en diapause a I'instant ¢ Soit ¢ € [1,T — 1]. Supposons que P(t) est vraie : N(t) =0

Ona D(0)=0; N(0) € N*, V¢ € [0,T — 1], 0 < p(t) < 1 N(it+1)=a(l—p(t)N({t)=0:P(t+1) est vraie

vt e [1,T], N(t) =0 |

1. a) D(t+ 1) est le nombre d’ceufs en diapause a l'instant ¢ + 1
11 est égal au nombre d’ceufs qui étaient en diapause a 'instant ¢t (=D(t)) plus ceux i) Vt € [0,T — 1], D(t + 1) = D(t) + p(t)N(t) = D(¢)
qui rentrent en diapause a U'instant ¢ + 1 (=p(t) x N(t)). D est stationnaire & partir de ¢ = 1.
En effet, a la date t, il y a en moyenne N (¢) ceufs pondus et la proportion des ceufs Or D(1) = D(0) + p(0)N(0) = 0+ 1.N(0) = N(0)
pondus & qui rentrent en diapause est p(t).

Donc \ vt € [1,T], D(t) = N(0) \

‘D(t +1)=D(t) +pt)N(t), Vte[0,T —1] \

Autre méthode :

b) N(t+1) est le nombre moyen d’ceufs pondus a Dinstant ¢ + 1. Montrons par récurrence que P(t) : « D(t) = N(0) » est vraie Vt € [1,T7]
Un individu produit en moyenne o ceufs. Pour t = 1 : D(1) = D(0) + p(0)N(0) = 0 + 1.N(0) = N(0) donc P(1) est vraie
Le nombre d’individus & I'instant ¢t + 1 est égal au nombre d’ceufs qui ont éclos ) )
c'est-a~dire [1 — p(¢)]N(¢). En effet, sur les N(t) ceufs pondus a la date ¢, la Soit ¢ € [1,7 — 1]. Supposons que P(t) est vraie : D(t) = N(O)
proportion de ceux qui éclosent est 1 — p(t). D(t+1) = D(t) +p(t)N(t) = D(t) = N(0) : P(t + 1) est vraie
[NG+1) =all—p0ING), vie[0,T—1]] [¥¢ € L,T], Dt +1) = D&) +p(O)N () = DO)]

iii) Le but est de maximiser le nombre d’ceufs en diapause ie D(t).

Or d’apres 2d) D(t) < N(0) et d’aprés 2e), ce majorant est atteint si p(0) = 1.

a) Vt € [0,T — 1], on a N(t+ 1) = o[l — p(t)|N(¢). Donc la meilleure stratégie est d’avoir p(0) = 1 c’est-a-dire que
Or0<p(t)<ldonc0<1—pt)<let0<a<ldoncO<al—pt)]<1

2. On suppose o < 1.

‘ les N(0) ceufs entrent en diapause immédiatement ‘

Ainsi, \ N(t+1) < N(@), Vte[0,T—1] \

3. On suppose jusqu’a la fin que o > 1.

b) ¥t € [0,T~1], N(t+1)=all —p(t)]N(t) < (1-pt)N() cara< 1 7 VA finie a valeurs dans [1,T] et on suppose que P(t =t) > 0, Vt € [1,7T].
D(t+1) = D(t) + p(t)N(t)
Done Dt + 1)+ N(t +1) < D(t) + p)N(8) + (1 — p(t))N(®) a) (1=1t)C(r>t)donc P(t=1t) < P(t >t). Comme P(1=1t)>0,|P(t>1t)>0
D+ 1)+ N@E+1)<D@O)+N@), vte[o,7-1]] On définit | H(t) = Plrsy)(T = 1)1




d) SiT—=U([1,T]), P(t = ): vt € [1,T7].
T T 1
P(T?t):ZP(T:k):ZT:(T—t+1) 7
k=t k=t
_ P(r=1t) _ 1
Or H(t)_iP(T>t) donc H(t)_iT—t—kl
e) SOit)\0:0<)\1<~~'<)\T:16tQ1:A1:A1—)\0,..

)VZE[[I T]] qi:)\i—)\i_1>0

Zqz —Z Ai = Aic1) = An

i=1

OU

Zqz _Z (A = A1) :ZAZ-—ZAH
pa _ _

—Z)\ —Z)\kenposantk—z—l

n—1
;2 i+ An (;{-F)\O

=X —X=1-0=1
Doncg; <1 (oug =X —Xic1 <X\ <A\ <1)

‘ (¢:)1<i<r définit une loi de probabilité sur [1, 7] ‘

W qT = AT — Ar—1

— Ao =1—0=1 par télescopage

ii) Si 7 suit la loi précédente, on a P(1 =) = qi = \i — Xi—1,
T

T

t) = ZP(T:z‘) = Zq =

i=t

P7(7' =1)

Or H(t) = VZCET) donc | H(t) = ?:7;\:11 vt € [1,T]

iii) On suppose que T > 2 et que Vn € [1,T], A1 — An = A\n —
Alorssit € [1,T — 1], Ap — A1 < Ang1 — A

et Ap—1 < Apdoncl—X,—1>1-— X\, dou 1_1\71_1 < 1_1/\n.
Tous les termes étant positifs, 1 : /\);":11 )\"fi j\:\" ie H(n)
‘t — H(t) est croissante sur {1,2,...,T'} ‘

On suppose désormais que H est croissante. Le but est de maximiser E(In(D(7)).

Z)\i —Aic1 =Ar — M1 =1-— X1

Anfl

<H(n+1)

4. Etude d’un exemple simple

T=2,H)=L H2) =1, a=4.

P(r=1) i

a) i) D’aprés 3b) H(1) = P

= P(r=1) car 7(Q) = {1,2}. Comme H(1) = %,

i) 7(Q) = {1,2} et P(r =

1) =1 = P(r =2) donc | 7 — U({1,2}).
b) Si D(1) et N(1) sont fixés, comme D(2) = D(1) + P(1)N(1), le maximum est

atteint si p(1) est maximal ie si|p(l) =1

_ 1 DE+1)= D) +pONE) |
¢) On suppose p(1) = 1. Rappel : N+ 1) = all - pOIN(E) |
D’aprés le théoréme de transfert,
E(lnD(7)) =In(D(1)P(r=1)+1In(D(2))P(r =2)

3 In(D(1)) + 3 In[D(1) + p(1)N(1)]
D(1)) + L [D(1) + N(1)]

Or D(1) = p(0)N(0) car D(0) =0

et N(1) =41 — p(0)]N(0) car @ = 4 donc D(1) + N(1) =

+ 1 n4 - 3p(0)IN(0) |

S

[4 —3p(0)]N(0)

E(InD(7)) = £ lnp(0)N(0)

d) ¢ est définie sur [0,1] par ¢(z) = 5 In ((4 - 3x)N(O)) +3In (N(O)x)

¢(x) = 2+ In(4 — 3z) + 1 In(z) + In N(0).
¢ est dérivable sur ]0, 1]
gyl =3 11 _1 —3v+d4—3r  2-32
Ve el ¢ @) = o X g Y 3 T2 X Ta@ =3 s(d—30)
Or z €]0,1] donc z > 0et 4 —3z >0
T 0 2 1
o' () + 0 -
v(3)
ow)| T T
oo In N(0)
|

¢(2)=3(In2In2) +InN(0) = $In 3 +In N(0)

e) ¢ atteint son maximum en 2 donc’ E(In(D(7))) atteint son maximum en p*(0)

[SMI1N]




Partie II : Transformation du probléme

" D(t+1) = D() + p(t)N(t)
N(t+1) = afl —p(t)|N(t) =

0 1
Par convention, Zh(t) =0 1
t=1 !

. Montrons par récurrence que P(t) : « D(t) + N(t) > 0» est vraie V¢ € [0,7]]
Pour t =0 : D(0) + N(0) = N(0) > 0 : P(0) est vraie

Soit ¢ € [0, T — 1]. Supposons que P(t) est vraie. En omettant les (¢), D+ N >0
D(t+1)+ N(t+1) =D +pN + a(l — p)N

Comme D >0etn>0,onaD >0oulN >0.

e Si D > 0, alors comme pN >0et a(l —p)N >0, D(t+1)+ N(t+1)>D+0
eSiD=0,alors N>0et D{t+1)+N({t+1)=aN >0
P(t+ 1) est vraie

\w € [0,T], D(t) + N(t) > o\

B
On pose:X(t): D(®) :doncD:X(D—i—N)

D(t) + N(t) :

. Soit t € [0,T — 1]. En omettant les (¢) pour alléger les notations,

D(t+1) D+ pN
X(t+1) = =
(t+1) D(t+1)+N(it+1) D+pN+al-pN
c _ p+(1-pX

ptra(l-p +(1-a)l-pX

_ p(D+N)+ (1 —p)X(D+N)
" p(D+N)+a(l-p)(D+N)+(1—-a)(l-p)X(D+N)

B pD +pN + (1 —p)D
" pD+pN+a(l —p)(D+N)+(1—a)(1l—p)D

_ pN + D
~ pD+pN+a(l—p)N+(1—p)D

p(t) +[1 = p)]X(?)
—p()] + [1 — o[l —p(®)]X (1)’

vVt € [0,T —1]

o ey (- 1
7. Soit £ € [0,1]. Pour z € [0, 1] on pose ﬁ)i(iziiiﬁj‘iof(}jif):fiq jﬁoi)flijixi)fij
_ (1-8x+¢
W) V) = T Oe T a+ (-
Onpose ufe) = (1~ G-+€ ofe) = (1 —0)(1 — )z ot (1ot
W (z) = o) = (1 - a)(1 - €)

vz € [0,1],
W (2)o(w) — u(@)v'(2) = (1= ) ((1 - a)(1 = o+ a+ (1 - a)¢)

—(1-a)1-9(1-ga+¢)
= (1-91-a)[1-9e+8 - (1-z+9|+(1-9a

2> 0sur [0, 1].

02

‘ e est croissante sur [0, 1] ‘

b) | e(1) =

€

9 at (1-a)

Ye(0) =

i) Soit ¢ € [0, T — 1].
X(1)

AX(@) = ar(—a)X® donc avec £ = X (t € [0,1], on a A(X(t)) = ¥¢(0)
B p(t) + (1 — p() X (1) B
M) = ol —p) + (- —pyx( ~ PO

Or ¢ est croissante sur [0,1], et 0 < p(¢) < 1 donc ¥¢(0) < Yai(t) < e(l).

Comme (1) = 1, \ AXE) < X(t+1)<1 \

\A(X(t)) <X(t+1)< 1\
iii) A(¢) = m donc A dérivable sur [0, 1] et

(@+(1-a))? (a+(1-a))?

‘ A est croissante sur [0, 1] ‘




. a) D’aprés 8),

E(lnD(r)) = E D(r) D(r-1) D(2)

D

D(r—1)'D(r—2)" " DQ) N
= D(E+1) D

i (T 24552 < 70 <))

Dg;:)l) +inf 4o N(0)>

=E < R(t) + R(0) 4+ In N(O))

t=1

Par linéarité de ’espérance, on a donc :

b) Rappel :1 X(t) = D6 + N()

D+ 1) = D) + PON()
3 N(t+1)=a[l —pt)|N(t) =aN(t) — ap(t)N(t)

aX (1) _ aX(1)[D(1) + N(1)]
I+ (e=1)X(1) [DA)+ N(1)] + (= 1)X(1)[D(1) + N(1)]
_ aD(1)
T D(1) + N(1) + (o — 1)D(1)
aD(1)

~ N(1) + aD(1)

D(1) = p(0)N(0)
N(1) = a[1l —p(0)]N(0) = aN(0) — ap(0)N(0) donc N(1) + aD(1) = aN(0)

aX(1) _ab() donc b{) = 1+(Z)i(11))X(1)

Alnst 72 TR T alv(o) N(0)

¢) Comme X (t + 1)[D(t + 1) + N(t + 1)] = D(t + 1), en multipliant numérateur et
dénominateur par [D(t+ 1) + N(t +1)], on obtient

aX(t+1) B aD(t+1)
XO[1+(@-DX(t+1)]  XE[DEAT + N(E+1) + (a=1)D(t +1)]
aD(t+1)

T X [N(t +1) + aD(t + 1)}
Or N(t+1)+aD(t+1) = a[N(t) + D(t)]
aX(t+1)

aD(t+1) 7 D(t+1) _D

(t+1)

X(t) 1+ (a—1)X(t+1)] T X(t) % a[N(t)+D(t)]  X(t) x [N(t) + D(t)]

D(t+1) _ aX(t+1) . )
D)~ XWO[+(a-Dx@rppPortsistol

D(1) aX(1)
TENO) T " TE (a— D)X
=lna+nX(1)—In(l+ (a—1)X(1))

d’aprés 9b

u(1,X(1)) =Ina—In1+InX(1) — In(1 + (o — 1)X (1))

Donc | R(0) = u(1, X (1))

~on . DE+1) aX(t+1)
e) R(t)=1In D) 71nX(t)[1—|—(a—1)X(t+1)]

=Ina+InX(t+1)—InX(t)—In[l+ (a—1)X(t+1)]

w(X(t),X(t+1)) =Ina—InX(t)+InX(t+1)—In(l+ (= 1)X(t+ 1))

Donc | R(t) = u(X(t), X(t+1)) pour 1 <t < T —1

f) E(lnD(7)) =In N(0) + E (R(o) + TZR(t))

T—1

E(nD(r)) =InN() + E [u(L X(1) + Zu(X(t), X(t+ 1))}

t=1

Maximiser E(In D(7)) revient a choisir, & chaque date ¢ telle que 1 <t < 7—1, la
valeur de X (¢t + 1) € [A(X(t), 1] qui rend maximale

D(t)



Eg(Y+2)=

Partie III : Programmation dynamique

1 siweB
0 sinon

8) 15(Q) = {0,1} et P(1z = 1) = P(B) donc |15 — B(P(B))]
b) lpncw)=1<weBNC
SweBetwel
& lp(w)=1let lo(w) =1
S lp(w) x1le(w) =1
car si 1p(w) x 1g(w) =0, alors 1g(w) =0 ou 1¢(w) = 0.

10. Soit B un événement. 1p(w) = {

‘1Bﬁcle><1C‘

¢) On suppose que 0 < P(B) < 1. Si Y VA finie on définit la VA EB( ) par

i) Par linéarité de 'espérance,
1 1
- [E(YlB) n E(ZlB)] 15 + % [E(Ylg) + E(Z15)15

1 1 1
@E(Z]-B)J-B + ﬁE(Ylg)lg—}- ﬁ

—_
~

= 7E(Y13)1B =+

‘EB(Y 1+ Z) = Ep(Y) + Es(Z) \

ii) Par linéarité de 'espérance,
BE(Es(Y)) = E <ﬁE(y13)1B + %E(Ylg)lg)
1 1
= @E(YlB) x E(1p) + ﬁE(Yl 5) X E(1g)
Orlp — B(P(B)) donc E(1g) = P(B)

E(Ep % E(Y1p) +>@E(Y13) x PR)

E(Y B+Y1ls )
Y)

‘E s5(Y))=E ‘carlB—i—lg_l

—_
—_

i) Ep(Ylp) =

1
FEF(Ylgp x1)lp+ —FE(Y1 x15)15s =
P(B) (Yl x1B)1B B (Ylp x 15)15

car 1p x 15 =0
Ep(Y)lp = (P(lB) (Yip)1ls + P(lB) (y1§)1§) g = %E(Ylg)lg
(

Y)\

\EB(YlB) Ep

E(Z15)15

lor B

11. On suppose dans cette question que quand [r = 7] est réalisé, on connait

X(1),...,X(T —1). Si on pose z = X (T — 1), le meilleur choix est de prendre pour
X(T) la valeur y*(z,T — 1) € [A(x), 1] qui maximise u(z,y)

a) u(z,y) =lna—Inz+Iny — In(1+ (a — 1)y)
1 —1 1 —1ly—(a—1 1

1 a _1t(a-ly-(a-1y _ »
9y y 14(a=1y y[1 + (a=1)y] y[1 + (@ =1y
La fonction y — u(z,y) est croissante donc son maximum est atteint en 1
‘y*(m,T— 1) = 1‘

b) u(z,1)=Ina—Inz —In(1+ (o — 1)) donc | u(z,1) = —Inzx

12. On suppose maintenant que quand [T > T'—1] est réalisé, on connait X (1),..., X (T—2).

T—1
La stratégie est de choisir X (7T'—1) et X (T") pour maximiser F (Zu(X

t=1

), X(t+ 1)))

7 prend les valeurs T — 1 et T avec les proba Pi;>r_1)(t1 =T —1) et Prxr_q(7=T).

a) e Si T <T — 1, les deux membres de I’égalité valent 0 donc I’égalité est vraie.

eSiT=T-—1,alors 1;>7_1) = 1 et 1j;—7) = 0 donc les deux membres valent
T-2

S u(x (),

t=T-2

X(t+1)) =u(X(T —2), X(T —1)).

e SiT="T,alors 1j;>7_1) = 1 et 1j;—r) = 1 : les deux membres valent

i w(X(@),X{t+1) =uX(T-2),X(T-1))+uX(T-1),X(T)) .
S X(t+1))
= 1psr-u(X(T - 2), X(T = 1)) + Lp=ru(X (T — 1), X(T))
b) 15EB(Y)=FEp(1g.Y)doncavec B=[r>T —1]etY = Ti u(X(t), X(t+1)),
( i X(t+ 1))) Bisro ( S ulX (), X(t+ 1)))

D’aprés 12 a) et comme 1[T>T71] X 1[7‘:T] = 1[T:T]7

= E[7—>T,1] (1[T>T71]'U(X(T -2),X(T-1)+ 1[T=T]'u(X(T -1, X(T)))




¢) Onpose U =u(X(T-2),X(T-1)),V=uXT-1),X(T),B=[r>T-1]

On doit donc montrer que

Ep (1BU + 1[T=T]V) —Ulp+

Or par définition Ep(Y) = ﬁE(YlB)lB + %E(Ylﬁ)lf, donc
1 1
e Ep(Ulp)= ﬁE(U.lB x 1p)1lp + ﬁE(U.lB x 15)15
1
= @E(U.lg)lg
U
= %E&ﬁ)’ 1p

=Ulp car E(1g) = P(B)

1
E(l[T:T]V X lB)lB + ?E)E(l[T:T]V X 1§)1§

Or ljp—m 1 = Ljr—1) 1iror—1) = Lpr=minprnr—1) = Lir=my

1
* Ep(lp=nV) = P(B)
Et l[T:T]~1§ = 1[7—:T]-1[7—<T71] =0

1
Donc Ep(1j,—7.V) = WE(:L[TZT]V) 1

v
=55 E(dp=m) 15

P(B)
v
PesT—n =1 1s
P(r=T
Done Ep (15U + =)V = Uls + %VJB

Elrsr_q) (1[T>T—1W(X(T =2), X(T = 1)) + Lp=mu(X(T — 1)7X(T)))

P(r=1T)

= u(X(T - 2), X(T = 1)) o1 + Pr>T—1)

u(X(T — 1)7 X(T)) -1[7‘>T—1]

d) On suppose que X (7T — 1) est donné.
i) On veut maximiser u(X (T — 1), X(T")) donc comme & la question 11a), on doit

prendre | X(T) =1

ii) On a vu que u(z,1) = —In1l doncsi X(T) =1, on a

\ u(X(T = 1), X(T)) = — In(X (T — 1))

e)

’ PT}T—lmT:T P(r=T
Drune part Fror—y(r =T) = ! P(T>1]“—[l) )= P(T(>T—)1)
D’autre part,
1—H(T_1)_1_P(T:T—1) _ P(r>T—-1)-P(r=T-1)  Pr=T)
= P(T}T*l) P(T}T*l) P(T}T—l)

On veut maintenant choisir la stratégie optimale a la date T — 2.

On pose ®(y) = u(X(T —2),y) — (1 - H(T —1))Iny
Ainsi, ®(X(T — 1)) = u(X (T — 2), X(T — 1)) — (1 — H(T — 1)In X (T — 1)

Orl1—H(T—-1)= % et u(X(T — 1), X(T)) = —In(X(T — 1))
Donc ®(X(T — 1)) = u(X(T —2),X(T - 1)) + % x u(X (T —1), X(T))
Par ailleurs, avec 12 b) et 12c) on a
lrsr-1)Erzr-1) < i U(X(t%X(Hl)))
= u(X(T-2), X(T 1)) 1pzr—y+ Pﬁ(;;i)l w(X(T 1), X(T)) 1pzr-1)
= 1psro] (u(X(T —2),X(T—1)) + P(Ii(i?{)l) u(X (T - 1),X(T))>
i Yrsr—11Eprero) < 2_: u(X (1), X(t+ 1))) =17 ®(X(T' - 1)) i

T—1

Le but est de maximiser E <Zu(X(t), X(t+1)) | et comme E(Y) = E(EB(Y)),

t=1

T—1
on doit donc maximiser F (E[T>T1] <Zu(x(t),x(t + 1))))
t=1

On doit choisir pour X (7' — 1) la valeur y* (X (T — 2),T — 2) € [A(X(T — 2)),1] qui
maximise ®(y)




g)

®(y) =u(X(T —2),y) — (1 — H(T — 1) Iny donc ® est dérivable sur ]0, 1] et
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Ainsi, ®'(y) >0 H— (a—1)(1—H)y >0
©(a-1)A-Hy<H

Sy < car a > 1 et H < 1(H est une proba)
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On pose B =
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Comme y € [A(X(T — 2), 1], reste a savoir si A(X (T — 2) < B ou pas....
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>1,ie B>1,0n a ®(y) > 0 donc

o g H(T —1)
)S(a—nu—H@—n)
T A 1
®(z) ////]

Le maximum est atteint en 1
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< 1, alors

> 1, alors y"(X(T'—2), T—-2)=1
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