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Exercice 1 - D’aprés EDHEC 2019

On considére les matrices

0 1 1 100
A=-2 3 2], I=|0 10
1 -1 0 001

et on note B = (ey, €2, e3) la base canonique de £ = M3 ;.

(1) (a) Le calcul donne
-1 1 1
A-T=|-2 2 2
1 -1 -1

et, sans difficulté (A — I)? = 0.

(b) Comme A et I commutent, le développement (de l'identité remarquable) donne
A2 2A+ T =0<=2A-A*=T+= A- 2] - A) = 1.
Ainsi, on en déduit que A est inversible et que
ATl =21 - A
(2) On pose A= N + 1.

(a) La matrice N = A — I est nilpotente (d’ordre 2) d’aprés la question précédente. Il suit,
comme A et I commutent, d’apres la formule du binéme, que

A" = (N+I)"

n

1
= ZN’UH = ZN—k
k=0

k=0

n n

Comme N = A — I, il suit que
A"=T4nA—-1)=nA—(n—1)I.



Solution

(b) Pour n = —1, l'expression ci-dessus donne

—A—(=1—=1)I=2I—A,

ce qui est bien I'expression trouvée plus haut pour A~!. La formule est donc vraie pour
nes,n>-—1.

(3) On pose uy = (A —I)(e1) et ug = e; + e3. Commengons par voir que

(a)

1 —1 1
UlzN 0 = —2 s et Ug = 0
0 1 1
On résout.
x
X=|y|lek <<= NX=0
z
—rx+y+z = 0
= —2r+2y+2z = 0
r—y—z2z = 0
— rT=y+z
y+z 1 1
— X = Y =y|1l]+=2[0
z 0 1
Ainsi,
1
Eleect 1 ,Ug |
0

ce qui permet d’affirmer que E; est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) (donc un espace
vectoriel) mais ce n’est pas encore tout a fait ce que 'on veut. On observe alors que

—1 1 1 1
1 0 1 0

D’aprés les propriétés du cours, on peut alors écrire
Ey = Vect(uy, usg).

La famille (uq, ug) est alors génératrice de F; et les vecteurs étant clairement non colinéaires,
ils forment une famille libre et donc une base de E; (qui est alors de dimension 2).

La famille (uy,uq,e;) étant composée de 3 vecteurs de Ms1(R) qui est de dimension 3, il
suffit de montre qu’elle est libre pour qu’elle en forme une base.

—a+f+y = 0
auy + Bus +ve; =0 <= —2
a+p8 =0

— a=pf=v=0

I
o

La famille (uy, us,e1) est bien libre et forme une base de M3 (R).
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(¢) Comme u; et uy sont éléments de Fy, on a Au; = uy et Aug = up. Les deux premiéres
colonnes de T sont donc

1 0
0 et 1
0 0
1
Mais, (A — I)e; = uy donc Ae; = ug + e et la troisiéme colonne est alors égale & [ 0 |. Au
1
final,
1 01
T=10 1 0
0 01
-1 1 1
(4) Soit la matrice P= | -2 0 0
1 10

Il suffit normalement de dire que les colonnes de P forment une base de Ms;(R) pour que
celle-ci soit inversible (car 'endomorphisme associé a donc une image de rang 3 ...).

N’ayant pas encore revu ces notions au moment o l'on écrit cette correction; on propose
un autre argument, a partir du Pivot de Gauss. Notant (L;) les lignes de P, l'opération
(L3) < (Ls) — (L1) meéne a une matrice triangulaire sans zéro sur la diagonale. Un pivot
de Gauss partiel est donc possible et la matrice P est inversible.

Naturellement, si I’on poursuit le pivot de Gauss jusqu’au bout, on obtient P! et c’est bien,
mais c’est long et on ne demande pas de calculer P~!, on économise donc du temps en justifiant
seulement de l'inversibilité de P.

Comme P est inversible, A = PTP~! revient & montrer que AP = TP. C’est un calcul que
I’on vérifie:

~11 0
AP=|-2 0 —2|=rT
1 1 1

(5) Ol’l note (E1,17 ELQ, El,g, E2’17 E2727 E273, E371, E3’2, E3’3) la base canonique de M3(R) et on rap-
pelle que, pour tout (4, 7) de [1,3]?, la matrice F;; n’a que des coefficients nuls sauf celui situé
a 'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne qui vaut 1.

(a) Notons Cr = {M € M3(R) : MT = TM}. Déterminons une famille génératrice pour

commencer.
T Yy =z T Yy z 1 01 1 01 T Yy z
M=1u v w|] elr << u v ow 01 0J=1(0120 U v ow
a b c a b c 0 0 1 0 0 1 a b c
( r = x+a
Y y+0b
r+z = z+c b = 0
u = r = c
— u+w = — u = 0
a = a a = 0
b = b
L at+c = ¢
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Ainsi,

M e CT <— M= = LE(E1,1 + E373) + ZE1’3 + UE272 + U)Eg,g

o o R
oc o
8 8

Ainsi, on a bien
Cr + Vect (E11 + Ess; Erg; Eao; Eos)

et la famille considérée est bien génératrice de Cr. Celle-ci étant clairement libre (le systéme
est trivial), elle forme une base de C qui est donc de dimension 5.

(b) Soit N une matrice quelconque de M3(R). Comme A = PTP~! on a
NA=AN <= NPTP'=PTP'N
= PINPTP!'=pPlPTPIN=TP !N
= P NPT =TP-1INP,

ce qu’on voulait.
(c¢) Notons alors C'y le sous-espace de M3(R) formé des matrices qui commutent avec A. D’aprés
ce qu"on vient d’écrire

NeCy< P INPeCy
Mais on connait une base de C'r. Il suit que
Ne(Cy < dx,z,v,weR, PINP = 2(E1q+ Es3) + 2E1 3+ 0Ey s +whs s
< r,z,v,w €R, N=P(x(E,+ E33)+2E13+vEy s+ wky3) P"
— 3Jz,z,v,w ER, N =aP(E 1+ E33)P' + 2PE 3P ' + vPEy,, P! + wPEy 3P}

et la famille :
(P(Ey1+ E33)P ™', PE 3P~ PE, 3P~ PEyo P~ PE, 3P 7).

engendre bien Cy.

Exercice 2 - D’aprés ECRICOME 2016

Partie I - Etude d’une (suite de) fonction

Pour tout n € N, on définit la fonction g, : [0, +00[— R par :
In(1+4x))"
(o) = (n042)
(14 x)
(1) (a) go est C* sur R* (comme quotient de deux fonctions C*° avec un dénominateur non nul),

strictement décroissante sur [0, +oo[ comme inverse d’une fonction strictement croissante et
(strictement) positive.

1
li = lim —~= =0
L’équation de la tangente en 0 est y = g;(0)(x — 0) + go(0). Or, pour tout = > 0,
go(z) = —ﬁ, donc la tangente en 0 a pour équation y = —2z + 1.

(b) Pour guider le tracer, on peut remarquer que gy est convexe (sa dérivée seconde est stricte-
ment positive). Cela donne
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(2) Soit n > 1.

(a) g, est C* sur [0, +oo[ comme composée, puissance et quotient de fonctions usuelles et, pour

tout = > 0,

n
1+ 2

(In(1+2)" (14 2)* —2(1 +z)(In(1 4+ z))"

g, (z) =

Ainsi, pour tout x > 0,
>0

A

T+ )t

El +2)(In(1 + 2))" 1 (n —2In(1 + x))

gn(x) =

D’ou
g(x) >0 —

111

(14 z)*
——
>0

n—2mn(l+x) >0
n > 2In(1+ x)
14+ <e?
xge”/Q—l.

Comme n/2 > 0, /2 > 1 on a donc €2 — 1 € [0, +oo[. On peut alors dresser le tableau de

variations de g,:

T 0 e’ — 1 +00
9n(2) + 0 -
M,
gn) / \
0 0
avec (1n(1))
n n(l))"
M, = gn(e"? = 1), gn(0) = T 0.
(b) En posant y =1+ 2 — +00, £ — +00, on a
. . (Iny)”
]. n = 1 =
A 0e(7) = Iin = =0

par croissances comparées.
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(c) D’aprés le tableau de variations de g,, g, admet un maximum sur [0, +oo[ en e*? — 1 qui

vaut :
o (In(e™?))™  (n/2)" A"
M, = gu(e /2 1) = (en/2)2 e (%) '

Comme n
In(M,) =nln (—) — 400,

2e/ n—+oo
on en déduit que

lim M, = +oo.
n—+oo
(d) Pour tout n > 1,
(142" In(l+a) 1 >
3/2 __ 7 — X 0, 2 —
T () 22(1+2/x + 1/2?) z1/? 1+2/x41/2? e

par croissances comparées et on peut bien conclure que

1
gn(z) =0 33 ) T — 400.

Partie II - Etude d’une suite d’intégrales

+o00
I, = / gn<t)dt'
0

AA%@yu _ AAGi%?dt

On pose pour tout n € N

(3) Soit A > 0.

B 1+t],
1

- 41
1+4°"

— 1,

donc Iy converge et vaut 1.
(4) Soit n > 1. On procéde par comparaison.
e g, et t — 1/t3? sont continues et positives sur [1, +ool;

e g.(t) est négligeable devant 1/t3/2? (quand t — +o0) d’aprés (2)(d);
e Par critere de Riemann, 'intégrale

+oo 1

donc, d’aprés le théoréme de comparaison par négligeabilité des intégrales de fonctions posi-

tives,
+oo
/ gn(t)dt
1

converge aussi. Enfin, comme g, est continue sur [0, 1], 'intégrale de g,,(t) sur ce méme intervalle

est bien définie. Au final,
+oo
h:/ gn(t)dt
0

converge (car 3/2 > 1)
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converge.

(5) Soit A > 0. Posons

U _ n n+1 ’ . (n+1) n
EZ ) (11(1+t)) - u(t) = T (In(1 +1t))
VAT e o) =~

Comme u et v sont de classe C! sur [0, A], on peut intégrer par parties et on a

A n n+174 A n
/o garn(t)dt = l‘%](ﬁ / B i1+ 1)

_(111(111’2)% +(n—|—1)/0 gu(t)dt

Or,
A A
AETOO 0 9n+1 (t)dt = dnt+1 et Agr—fr—loo 0 gn(t)dt = [n

(car I, et I,,1 convergent). De plus,

. (In(1+ A)"+t
Agr-&r-loo B 1+ A =0

par croissances comparées et donc, en passant a la limite dans ’égalité précédente, on obtient
bien

In_;’_l — (n ‘l— 1)ITL

(6) Montrons alors, par récurrence, que, pour tout n € N, I,, = nl.
e initialisation. Pour n =0, on a [y = 1 et 0! = 1, donc la formule est vraie.
e hérédité. Supposons que I,, = n! pour un certain n € N. Alors

ce qui est bien la formule au rang n + 1 et termine la récurrence.

Partie III - Une fonction définie par une intégrale

Pour tout n € N, on définit la fonction F;, sur R, par :

Fu(z) = — /0 " an(b)dt.

ol

(7) Pour tout n € N, pour tout x € Ry, la fonction x — (1/n!)g,(x) est continue sur [0;z]. Ainsi,
I'intégrale est bien définie. D’aprés la Partie précédente et la convergence de l'intégrale [I,,, on a

1 [*e
lim F,(z) = / gn(t)dt = 1.
0

T—>+00 n n!

(8) En reprenant les calculs visant a calculer Iy, on a, pour x > 0,

Folw) = /_ i = /0 x(lledt
1

- 1—

1+z
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(9) En reprenant les calculs faits a la Question (5), (en remplagant n par k—1 et A par z) on obtient

1 T
Fk(x) = E ; gk(t)dt

1 (In(1 4 z))* 1 r
= _E< (1+91;)) +(k—1)!/0 gr—1(t)dt

1 (In(1+a)”
= TR 1. TR0

et on a donc bien
1 (In(1+ z))k
Fi(z) — Fi— =——
W) = Fi(n) = ==y
(10) En sommant I’égalité précédente pour k variant de 1 & n on obtient

n

(In(1 4+ 2))
3 () Rt = -3 0

k=1

et donc, par télescopage,

ce qui donne finalement

(11) Soit = € Ry fixé. En reconnaissant une série exponentielle de paramétre In(1 + z), on a

(In(1 +x)) 1 = (In(1+ 2))k 1
In(1 =1.
Zk;' 1+ 1+xk2_% k! n_)—+>ool+x><exp(n( +2))

et il suit que

lim F,(z)=1-1=0.

n—-+o00

Exercice 3 - Inspiré par EDHEC 2019

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Une urne contient une boule noire non numérotée et n—1 boules blanches, dont n—2 portent le numéro 0
et une porte le numéro 1. On extrait ces boules au hasard, une & une, sans remise, jusqu’a ’apparition
de la boule noire.

Pour chaque i de [1,n — 1], on note B; '’événement : "le i-éme tirage donne une boule blanche", et
on pose B; = N;. Enfin, on note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la boule noire et
Y la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule numérotée 1 a été piochée lors de ’expérience précédente,
et qui vaut 0 sinon.
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Partie I - Simulation informatique

On rappelle qu’en Scilab, la commande grand (1,1, ’uin’,a,b) simule une variable aléatoire suivant
la loi uniforme sur [a, b].

(1) On complete le programme comme suit:

function [x,y/=XY(n)

nB=n-

x=

y=0 // on a pas encore pioché la boule numéro

u=grand (1,1, 'uin',1,nB+1)

while u<nB+
nB=nB-1 //une boule blanche en moins
if u==1 then y=1 // si c'est la boule

end
u=grand(1,1,'uin',1, nB+1) // il y a toujours nB+1 boules dans 1l'urne
x=x+1 //un tirage de plus

end

endfunction

(2) On génére un échantillon de taille 1000 du couple (X, Y’). Pour calculer la covariance, on utilise
des opérations pointées ainsi que la définition.

covXY=mean ((X-mean (X)) . *x(Y-mean(Y)))

(3) En rentrant n = 4, le programme affiche 0.449475. Ainsi la covariance n’est pas nulle. ON peut
conjecturer que X et Y ne sont pas indépendantes, du moins pour n = 4.

(4) Dans les quatre figures, les batons représentent les fréquences observées des valeurs 0 et 1 (pour
différentes valeurs de n) lors de répétitions de 1000 expériences. Les deux hauteurs semblent a
chaque fois égales. On peut donc conjecturer que

Y =B (l)
2
(ou - car c’est finalement la méme chose - que Y — U([[0;1])).

Partie II - Loi conjointe de X et YV

(5) Au mieux X = 1 (on pioche la noire dés le premier tirage), au pire X = n (on la pioche aprés
avoir vidé I'urne de toutes les blanches) et toutes les valeurs intermédiaires sont possibles, donc
X(Q) =[1;n].

(6) (a) Sionsait BN ByN...N B;_q, pour le i-eme tirage, il reste n — (i — 1) boules dans 'urne,
dont une boule noire. Donc
n—(G—1)—1 n—i
i (Bi) = = (i—1)  n—i+1
(b) (X = k) est 'événement By N ... Bi_1 N Ni. En utilisant la formule des probabilités com-
posées

P(X:k;):n_lxn_Qx...xn_(k_l)>< ! _ !
n n—1 n—=~k+2 n—k+1 n

par télescopage multiplicatif. Au final, on a

1
Vn € [1;n], P(X:k)zﬁ.
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(¢) On a reconnu une loi uniforme : X < U([1;n]). Les formules du cours donnent directement

n+1 n®—1
E(X) = 5 V(X) = .

(7) (a) Soit k € [1;n]. L’événement ([X = k|N[Y = 0]) signifie que les k — 1 boules blanches tirées
sont toutes numérotées 0. En s’inspirant de ce qu’on a fait précédemment, on introduit les
éveénements B; :"le i-eme tirage donne une boule blanche numérotée 0". Alors,

(X =kNY=0=BNByN...NB;_; N N.
La formule des probabilités composées donne alors

n—2 n—3 n-—4 n—=k 1
X X X ... X X
n n—1 n-—2 n—k+2 n—-—k+1
n—=k

= m (par télescopage)

(b) Par la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e {(X =k): k € [1;n]}, on a

k=1
n o 1 n
_ Z n k _ (n B k)
— nn—1) n(n—1) =t
1 n—1
= — J (changement d’indice : j =n — k)
n(n —1) =
_ 1 " (n—1)n
n(n —1) 2
_ 1
2

Comme Y () = {0;1}, il suit que P(Y = 1) = 1/2. Mais alors, également par la formule
des probabilités totales cette fois appliquée au s.c.e {(Y =0);(Y = 1)}, on a

P(X=KN[Y =1]) = P(X=Fk —P(X=kN[Y =0])

1 n—k
T n nn-1)
k-1
 on(n—1)

(c) On a reconnu pour Y une loi de Bernoulli de paramétre 1/2 ou bien une loi uniforme sur
[0; 1] comme conjecturé en premiére partie. Les formules du cours donnent

(d) Les variables X et Y sont pas indépendantes, ce qu’on voit par exemple avec

PUX = 1NV = 1)) =0 £ = x

h %:P(X:l)xP(Yzl).
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Partie III - Un calcul de covariance

(8) (a) C’est la formule du triangle de Pascal

() (o) = (G)
i I =1 . )
J J+1 Jj+1
()= G- G
i) \Jj+1 j+1)
(b) Cette question est classique (voir par exemple ECRICOME 2017, Exercice 3), elle peut
aussi se traiter par récurrence. Ici, on propose un calcul direct, via somme télescopique.

>(;) - 2(G)-(1)
_ (Z‘i i) _ (j i 1) (par télescopage)

-(0) e ()=

(¢) On utilise la formule précédente avec j = 2. Comme, pour k > 2

k B k(k—1)
2/ 2
on obtient

= n+1 (n+1)n(n—1) nn—-1)(n+1)
bk — 1) =2 —9 - .
yue-n=2(")

ou encore

3

(9) D’apreés le théoréme de transfert

E(XY) = ) j=0%P(X=Kn[Y =)

- ikP([X — kN[ =1))

n

—~ (k-1 1
- ;kn((n—l)) = oo 2 FE =D

k=1
B 1 n(n—1)(n+1)
 n(n—1) % 3
~on+l1
=

ce qui est bien ce qu’on attendait.

(10) Par la formule de Kénig-Huyguens,
cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y)

B n+1 n+1><1
-3 2 2
B dn+4—3n—3
- 12

n+1

12



