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Exercice 1 - D’aprés EDHEC 2019

On considére les matrices

0 1 1 100
A=-2 3 2], I=|0 10
1 -1 0 001

et on note B = (ey, €2, e3) la base canonique de £ = M3 ;.

(1) (a) Le calcul donne
-1 1 1
A-T=|-2 2 2
1 -1 -1

et, sans difficulté (A — I)? = 0.

(b) Comme A et I commutent, le développement (de l'identité remarquable) donne
A2 2A+ T =0<=2A-A*=T+= A- 2] - A) = 1.
Ainsi, on en déduit que A est inversible et que
ATl =21 - A
(2) On pose A= N + 1.

(a) La matrice N = A — I est nilpotente (d’ordre 2) d’aprés la question précédente. Il suit,
comme A et I commutent, d’apres la formule du binéme, que

A" = (N+I)"

n

1
= ZN’UH = ZN—k
k=0

k=0

n n

Comme N = A — I, il suit que
A"=T4nA—-1)=nA—(n—1)I.



Solution

(b) Pour n = —1, l'expression ci-dessus donne

—A—(=1—=1)I=2I—A,

ce qui est bien I'expression trouvée plus haut pour A~!. La formule est donc vraie pour
nes,n>-—1.

(3) On pose uy = (A —I)(e1) et ug = e; + e3. Commengons par voir que

(a)

1 —1 1
UlzN 0 = —2 s et Ug = 0
0 1 1
On résout.
x
X=|y|lek <<= NX=0
z
—rx+y+z = 0
= —2r+2y+2z = 0
r—y—z2z = 0
— rT=y+z
y+z 1 1
— X = Y =y|1l]+=2[0
z 0 1
Ainsi,
1
Eleect 1 ,Ug |
0

ce qui permet d’affirmer que E; est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) (donc un espace
vectoriel) mais ce n’est pas encore tout a fait ce que 'on veut. On observe alors que

—1 1 1 1
1 0 1 0

D’aprés les propriétés du cours, on peut alors écrire
Ey = Vect(uy, usg).

La famille (uq, ug) est alors génératrice de F; et les vecteurs étant clairement non colinéaires,
ils forment une famille libre et donc une base de E; (qui est alors de dimension 2).

La famille (uy,uq,e;) étant composée de 3 vecteurs de Ms1(R) qui est de dimension 3, il
suffit de montre qu’elle est libre pour qu’elle en forme une base.

—a+f+y = 0
auy + Bus +ve; =0 <= —2
a+p8 =0

— a=pf=v=0

I
o

La famille (uy, us,e1) est bien libre et forme une base de M3 (R).
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(¢) Comme u; et uy sont éléments de Fy, on a Au; = uy et Aug = up. Les deux premiéres
colonnes de T sont donc

1 0
0 et 1
0 0
1
Mais, (A — I)e; = uy donc Ae; = ug + e et la troisiéme colonne est alors égale & [ 0 |. Au
1
final,
1 01
T=10 1 0
0 01
-1 1 1
(4) Soit la matrice P= | -2 0 0
1 10

Il suffit normalement de dire que les colonnes de P forment une base de Ms;(R) pour que
celle-ci soit inversible (car 'endomorphisme associé a donc une image de rang 3 ...).

N’ayant pas encore revu ces notions au moment o l'on écrit cette correction; on propose
un autre argument, a partir du Pivot de Gauss. Notant (L;) les lignes de P, l'opération
(L3) < (Ls) — (L1) meéne a une matrice triangulaire sans zéro sur la diagonale. Un pivot
de Gauss partiel est donc possible et la matrice P est inversible.

Naturellement, si I’on poursuit le pivot de Gauss jusqu’au bout, on obtient P! et c’est bien,
mais c’est long et on ne demande pas de calculer P~!, on économise donc du temps en justifiant
seulement de l'inversibilité de P.

Comme P est inversible, A = PTP~! revient & montrer que AP = TP. C’est un calcul que
I’on vérifie:

~11 0
AP=|-2 0 —2|=rT
1 1 1

(5) Ol’l note (E1,17 ELQ, El,g, E2’17 E2727 E273, E371, E3’2, E3’3) la base canonique de M3(R) et on rap-
pelle que, pour tout (4, 7) de [1,3]?, la matrice F;; n’a que des coefficients nuls sauf celui situé
a 'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne qui vaut 1.

(a) Notons Cr = {M € M3(R) : MT = TM}. Déterminons une famille génératrice pour

commencer.
T Yy =z T Yy z 1 01 1 01 T Yy z
M=1u v w|] elr << u v ow 01 0J=1(0120 U v ow
a b c a b c 0 0 1 0 0 1 a b c
( r = x+a
Y y+0b
r+z = z+c b = 0
u = r = c
— u+w = — u = 0
a = a a = 0
b = b
L at+c = ¢
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Ainsi,

MeCr < M= =2(E11+ Es3) +2E1 3+ vEy 0+ wEsy 3

o o8
o o
SEESERN

Ainsi, on a bien
Cr+ Vect (E1q + Ess; Er3; Eao; Eos)

et la famille considérée est bien génératrice de Cp. Celle-ci étant clairement libre (le systéme
est trivial), elle forme une base de C qui est donc de dimension 5.

(b) Soit N une matrice quelconque de M3(R). Comme A = PTP~! on a
NA=AN <= NPTP'=PITP'N
— P'NPTP'=P'PTP'N=TP'N
= P NPT =TP—1NP,
ce qu’on voulait.

(c¢) Notons alors C'y le sous-espace de M3(R) formé des matrices qui commutent avec A. D’aprés
ce qu"on vient d’écrire

NeCy< P 'NPeCr
Mais on connait une base de C'r. Il suit que
Nec(Cy < dz,z,v,weR, P INP=2(E 1+ E33) + 2E1 3+ vEy0 + wEy 3
< Jr,z,v,w€R, N=P(x(Ei1+Es3)+2E13+0Ey +wEy3) P!
< Jz,z,v,w€R, N =aP(Ei;+ Es3)P " 4+ 2PE 3P +vPEy,P™' + wPE, 3P

et la famille :
(P(Ey1+ E33)P ™', PE 2P~ PE, 3P~ PEyo P~ PEy 3P 7).

engendre bien Cy.

Exercice 2 - D’aprés EDHEC 2019

(1) Au mieux X = 1 (on pioche la noire dés le premier tirage), au pire X = n (on la pioche aprés
avoir vidé I'urne de toutes les blanches) et toutes les valeurs intermédiaires sont possibles, donc

X(Q) = [1;7].

(2) (a) Sionsait B;NByN...N By, pour le i-eme tirage, il reste n — (i — 1) boules dans 'urne,
dont une boule noire. Donc
n—(G—-1)—1 n—1i
P . (B;) = ; = ; .
o081 (Bi) n—(i—1) n—i+1

(b) (X = k) est 'événement By N ... By_1 N Ni. En utilisant la formule des probabilités com-
posées

n—1 n-—2 n—(k—1) 1 1
P(X =k = S
( ) n Xn—l>< % n—k+2 Xn—k—i—l n

par télescopage multiplicatif. Au final, on a

1
Vn € [1;n], P(X:k)zﬁ.
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(¢) On a reconnu une loi uniforme : X < U([1;n]). Les formules du cours donnent directement

n+1 n®—1
E(X) = 5 V(X) = .

(3) (a) Soit k € [1;n]. L’événement ([X = k|N[Y = 0]) signifie que les k — 1 boules blanches tirées
sont toutes numérotées 0. En s’inspirant de ce qu’on a fait précédemment, on introduit les
événements B; :"le i-eme tirage donne une boule blanche numérotée 0". Alors,

(X =kN[Y =0 =B NB,N...NB,_; N Ny.
La formule des probabilités composées donne alors

n—2 n—3 n-—4 n—=k 1
P([X =kN[Y = =
( Il o) n Xn—lxn—ZX Xn—k+2xn—k5+1
n—=k .
= m (par télescopage)

(b) Par la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e {(X =k): k € [1;n]}, on a

k=1
n o 1 n
~nn—-1) n(n—1)—
1 n—1
= J (changement d’indice : j =n — k)
n(n —1) =
_ 1 " (n—1)n
n(n —1) 2
1
2

Comme Y (©2) = {0; 1}, il suit que P(Y =1) = 1/2.
(c¢) On a reconnu pour Y une loi de Bernoulli de paramétre 1/2 ou bien une loi uniforme sur
[0;1]. Les formules du cours donnent

BY) =3, VY) =

(d) Les variables X et Y sont pas indépendantes, ce qu’on voit par exemple avec

PIX =10y =0) = # x

. %:HX:UXPW:m.

(4) Simulation informatique.

(a) On compléte comme suit
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1 n=input('n=7")

2 nB=n-

3 X=

4 u=grand(1l,1,'uin',1,nB+1)

5 while u<nB+

6 nB=nB-1 // une boule blanche en moins

7 u=grand(1,1,'uin',1, nB+1) // il y a toujours nB+1 boules
dans 1'urne

8 X=X+1 //un tirage nécessaire de plus

9 end

10 disp(X)

(b) Sans difficulté, on compléte les deux lignes qui différent du premier programme.

Y=0 // boule numéro 1 pas encore tirée

if u==1 then Y=1 // si on pioche la boule 1, Y=

Exercice 3 - D’aprés EDHEC 2016

Pour chaque entier naturel n, on définit la fonction f, par
YV € [n,+o0], fo(x) :/ eVidt.

(1) Etude de f,.
(a) D’apreés le théoréme fondamental de I'analyse, la fonction t — e¥* étant continue sur [0, 4-00],

fn est sa primitive sur [0, +oo[ qui s’annule en z = n. Il suit que f, est donc de classe C!
et que, pour tout z € [n, +o0,

/

fo(x) =eV® > 0.

Sa dérivée étant strictement positive, f,, est strictement croissante sur [n, +00[.

(b) Pour tout = € [n,+oo[, e¥! > 1. En intégrant sur [n,z] (avec n < z ), on obtient (par
positivité de l'intégrale)

Vz € [n, 400, fn(x):/ e‘/idt>/ 1dt =z —n.

Comme (z —n) — +oo (lorsque x — +00), par comparaison, on a

lim f,(z) = +4o0.

T—+00

¢) On utilise le théoréme de la bijection. f,, est continue et strictement croissante sur |[n, +oo/,
y
fa(n) =0 et f,(z) = +oo lorsque z — +oo donc f, réalise une bijection de [n,+oo| sur
[0, 4o00].

Comme 1 € [0,4o00], il admet un unique antécédent par f,, noté u, et appartenant a
[n, +ool, et ainsi f,(u,) = 1.

(2) Etude de la suite (u,).
(a) Pour tout n € N, on a u,, € [n,+o0c[, donc u,, > n et, par comparaison

lim wu,, = +o0.
n——+oo
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(b)

(b)

Par définition de wu,,,
foluy) = / eVidt = 1.

Pour tout n € N, on a u, > n et toutt € [n, u,),

Comme n < u,, il suit que

/ eﬁdtg/ eﬁdtg/ eVindt,

(un - n)eﬁ S fn(un) =1 S (U’n - n)em

Et donc

En divisant l'inégalité de gauche par eV™ et celle de droite par eV®, on obtient bien
eV < (u, —n) < e V.
Puisque 2b) donne
0< (up—n) <e vV,
on aura (u, —n) < 107* dés que e”V™® < 107*, on va donc a partir de n = 0, incrémenter
n, tant que e~ V* > 10~%.
n:
while (exp(-sqrt(n))> 10~(-4)
n=n+
end
disp(n)
On a
eV <107 = —v/n < —41n(10) <= n > (41n(10))? ~ 16.(2.3)% ~ 84.64.

Le script précédent va donc afficher pour n la valeur 85.

(4) v, = u, —n.

(a)

(b)

D’aprés 2b),
0< (up, —n) < eV,
et comme
lim e V" = 0,
n—-+o0o
on a par encadrement aussi
lim v, = lim (u, —n)=
n——+o0o n——+o0o

Soit z > —1

Vit+a < 1—1—% — 1+z< (1—i—§)2 (croissance de t — t* sur RT)

2
= 1+x§1+x+% (ce qui est vrai.)
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(c) Soit n € N*,

e Vi > eV exp(— n ) (croissance de t — t* sur R™)

2v/n

(décroissance de t — e™")

tn ) = e VItV > exp(—

2v/n

<~

Un
~ 2y/n
U
2\/n
= Hv—n—klgl%—;—n (division par v/n > 0)

n n

Comme = > 0, la derniére inégalité est vérifiée en vertu du 4b) et donc la premiére aussi.

— U +1n <

car (u, = v, +n)

(d) On divise I'encadrement obtenu en 2b) par e™V™ | ce qui donne

e Vi (u, —n)

< < 1.
A !

e~vn

Et donc, en utilisant 4c),

e Vin (u, —n
xp(—5 ) < < e_ﬁ)gl-

Comme v,, — 0, on a aussi

) Un
lim —

n—-+oo 2\/5

et
lim exp(—v—n) =1,

n—+00 2\/ﬁ

qui fournit (par encadrement)

(4 —m) .
A e

par conséquent:
Uy — N ~ e V",
“+o00

Probléme

Une solution proposée (et tapée) par M.Dudognon et L.Foubert.

Partie I - Questions préliminaires

(1) a) Il s’agit de la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison ¢t :
Pour tout ¢ € [0,2] C [0,1[, on a ¢ # 1 donc : Z Pt = Z th =1

b) On inteégre 'égalité précédente sur [0, z] ,ou les fonctlons sont continues :

1_7’L
/th Ydt = / tt dt.

et par linéarité de l'intégrale :

T x
n

p—1 — _
Z(/O tPLdt) /1_tdt /1_tdt.

p=1 0 0
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et enfin

- —In(1l —x) —/ dt.
P 1—1¢
0

p=1

1 1
C)PourtE[O,x]C[O,l[,ona:Ogtgxet0<1—:r§1—td’of10§1—t§1
- —x
n tn
<
-t 1—x

et en multipliant par t* > 0: 0 < 7 sur [0, x] .

X
Or 0 <z, donc en intégrant sur [0, z] ,on obtient : |0< [
0

Et comme
X xT

n 1 1 tn—l—l T 1 n+1
/ dt = /t”dt: - < S0
11—z 11—z l—x|n+1], 1T—-2\n+1)nsteo
0 0

( lirf 2" =0 car z € [0,1]),
n—-—+0oo

T n

ar le théoréme d’encadrement (sur les limites en n), on a aussi : | lim
’ 1
n——+o00 —
0

dt = 0.
t

d) Par conséquent :
P r. n
x—:—ln(l—x)—/lt dt — —In(l—x)

— 1t n—too
p=1 p 0

n

P P P P
Le série de terme général (%) est donc convergente de somme : Z;:{ z = —In(l —2x)|.
p=>1

m
(2) Par récurrence sur g avec initialisation en g=m: > (*) = (") = (Zﬂ) :
=m

g+l q
B powe heseie - 57 (5) = 35 (5)+ (21) = (22) + (41) = (2
On rappelle la formule du “triangle de Pascal” : (T‘;) + (m‘il) = (Tifl) , pour tout couple (m,q)
d’entiers naturels tels que 0 < m < g — 1.
(3) On a (n,k) € N*, Xp(2) =N*avec P(Xy=j)=a.(1—a) et S, =1, X} .
(a) Comme Xj, > 1 ,ona S, =>7_, X, >n et donc|S,(2) = [n,+oo[|

Pour £ > n+ 1, la loi de la somme de 2 variables aléatoires donne :

k-1

(Spy1=k) = (Sp+Xpp1=k) = U (Sp =7NXn41 =k —j) (incompatibles)
j=1
k—1
P(Spi1=k) = Y P((Sp=4)N(Xnp1 =k —j)) car (Sp=j) =0 sij <n).
j=n

(b) Démontrons par récurrence sur n € N*
k-1
P(n) VEk € [n, +o0], P(S,=k) = < 1) (1 —x)F .
n —
initialisation n = 3
E—1

Vk € [[1, +oo[[: P (S) = k) = ( .

).zl(l —z)Ft = 2(1 — 2)"! qui est bien vérifiée car S;—X; .
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hérédité sik >n+1:

k-1
P(Sp1=k) = Z P (S, =7)P(Xus1 =k —j) (par indépendance de S,avec X,,,1).
j=n
P(Sp1=k)= Z;:Tll ()2l —z)y (1 — )kt en supposant P(n) vraie.

= i o) (L =)t

= "1 — )bt SR (7)) = (1 — )R (D (F1) qui est P(nt 1)

Jj=n \n—1
k=1
En effet la formule du 2 s’écrit : > (P70 = ("2) + (") +-.+ () = ("1
j=n

(¢) Comme S, (£2) = [[n, +oo[[ :

1 = :i:P(Sn:k) zio (i:i).x"(l—x)k_"

k=n

et ,en divisant par x # 0 :

1 o »
pel won (7)) (1 =)

(d) n=input (’entrez une valeur de n supérieure i 1:’)
s=sum(grand(1,n, ’geom’,x) ;disp(S),

Partie IT - Etude d’une variable aléatoire

k
q
1 =1- 1] et Vk € N*: = —
p E]Oa [ » 4 p 6]07 [e € Uk kln(p)
(1) .
o
(a) Avec les conditions de I’énoncé : ¢* et —In(p) sont positifs donc| vk € N* : uy, = ") >0
In(p
. + + ¢ + q"
(b) D=2 ~ k.in(p) - _m 2=t - —m(— In(1—¢q))=1(x: (en utilisant le 1d) avec
(2) -
(a) Comme ¢ €]0, 1], la série qui définit E(X) converge (cf **) et
+o0 +o0 +0oo qk 1 +o0o 1 q
EX)= kP X=k) =) ku,=—) k. =— F=———
(X) ; ( ) ; g kz:; k.In(p) In(p) ; « Iln(p) 1—q

(b) Toujours avec des séries géométriques convergentes :

+o00 +o0o k “+o0o
1 1 q
EX) =S KPX=k=-S L __ kgt = — .
() =2 P =0 = =3 ) = i) 2= i) (1 - o2
D’ou la variance de X :

VX)=  B(X})-B(X)? -4 _<ln1p)' q )

= T <1 ' ﬁ) - _lntp)'(z;])2 (lnl(gzzj)r q)

_ __a (ln(p)+q>
(pInp)2 \ In(p) /-
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(3) En notant Yjx—_ la v.a.r Y conditionnée par I'événement [X = k] :

€ 0.4 Py (v =) = () 1=

(a) Comme on a Yx—;(£2) = [[0,k]] et que X (£2) =N*,on a|Y(£2) =N

P(Y =0)= S0 Pxey (Y =0) .P(X = k) (formule des probabilités totales).
k +oo ok
+o0 q 1 q
= 1— - _ 1
— LS -p) k.dn(p) In(p) kzz; k
_ In(l—q)+In(l+q) __ In(1+q)
- ln(p ( In(1-¢*) == 311(17? t=1+ 7;n(p)q
; Cl(ky 1 K _ (k—=1)! _ 1 (k—1)! _1(k-1
(b) une question de cours ? : E(n) = EnG—n)  nm—Dlk—n)  nm—Dk-1—(n-1) z(n_1)

De plus pour tout n € N :
P(Y=n)= >, Pxoy (Y =n).P(X =k) (formule des probabilités totales).

= X ()

2k—2n

_ _p"q" +oo (k

q
In(p) k=1 (n) "k
— _plgt N too L (k’—l)(q2)k7n

in(p) k=1 n\n—1
= —%@ (le 1.3c) avec z = 1 — ¢* € [0, 1]).
— __a" 1__
o n.n(p) (1+q)"
()
400 400 +00
In(1+q) q" 1
P(Y=n)=PY =0)+ PYY=n)=1+—7—-—
2P =m) =P =0)+) PV =n) ) 2= () (Lt
In(1+q) 1 &1 g q
=1+ —(=——)" (on montre que €/0,11).
In(p) In(p) = n(l +q) ( q 101D
In(1+q) 1 q In(1+q) 1 1
=1 - —In(l———)) =1+ - —In(——
) T T ) ) )
=1
(d) les sries géométriques (et dérivées ) de raison . €[0,1]) sont convergentes et :
+oo +oo qn 1
EY) = n.P(Y =n) = —n.
)= b= Z; () (140
- r
In(p) £="1+¢
L 1 q 1
In(p)1+q¢1 -4
q
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(e) On a aussi

BY?) = Y P =n)=Y -’12 .

B 1 &S, g ., 1 g 1
- ln(p)nz_; (1+q) In(p) 1 +¢ (1 - L)
_q(d+gq)

In(p)

D’ou la variance de X :
V(YY) = E(Y?) - E(Y)?

111( ) ()

= R (“ *ﬁ)

-y (M4

p
(l—i-qln )
= —q.




