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Exercice 1
Cet exercice a été écrit par mon collègue Sofiane Akkouche (René Cassin, Bayonne). On renvoie à sa

page pour la solution: Exercice 2 du DS4.

Exercice 2
Cet exercice a été écrit par mon collègue Sofiane Akkouche (René Cassin, Bayonne). On renvoie à sa

page pour la solution: Exercice 3 du DS4.

Exercice 3
Cet exercice est inspiré d’une annale de ESCP 2001.

Partie 1 - Étude d’une fonction de deux variables

On considère la fonction G de deux variables réelles définie sur le domaine ouvert D = R∗+ × R∗+.

G(x, y) =
x2

2y2
− lnx+ y − 3

2
.

(1) Il s’agit du quart de plan ouvert (sans les axes) "en haut à droite".

http://maths.akkouche.free.fr/Maths/Devoirs/DS/DS4-2019-Cor.pdf
http://maths.akkouche.free.fr/Maths/Devoirs/DS/DS4-2019-Cor.pdf


2 Solution

(2) On a
• (x, y) 7→ x2 est polynomiale donc C2 sur R2 et a fortiori sur D;
• (x, y) 7→ 2y2 est polynomiale donc C2 sur R2 et a fortiori sur D et ne s’y annule pas.
• Par quotient, (x, y) 7→ x2

2y2
est C2 sur D;

• t 7→ ln(t) est C2 sur R∗+, (x, y) 7→ x est C2 sur D et, pour tous (x, y) ∈ D, x > 0 donc par
composition, (x, y) 7→ ln(x) est C2 sur D;

• (x, y) 7→ y − 3
2
polynomiale donc C2 sur R2 et a fortiori sur D;

Au final, par somme, G est bien de classe C2 sur D.

(3) Sans difficulté,

∂1G(x, y) =
x

y2
− 1

x
, ∂2G(x, y) = −

x2

y3
+ 1,

et

∂21,1G(x, y) =
1

y2
+

1

x2
, ∂21,2G(x, y) = ∂22,1G(x, y) = −

2x

y3
, ∂22,2G(x, y) =

3x2

y4

(4) On cherche le(s) point(s) critique(s)

(x, y) point critique de G ⇐⇒
{
∂1G(x, y) = 0
∂2G(x, y) = 0

⇐⇒


x

y2
− 1

x
= 0

−x
2

y3
+ 1 = 0

Or,
x

y2
− 1

x
= 0⇐⇒ 1

y2
=

1

x2
⇐⇒ x2 = y2 ⇐⇒ x = y
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car y et x sont tous deux strictement positifs. En injectant, on obtient

(x, y) point critique de G ⇐⇒

{
x = y

−x
2

x3
+ 1 = 0

⇐⇒

{
x = y
1

x
= 1

⇐⇒ x = y = 1.

Ainsi, G admet un unique point critique A de coordonnées (1, 1).

(5) On commence par former la matrice hessienne au point critique A. D’après les calculs précédents,
on a

H = ∇2G(A) =

(
2 −2
−2 3

)
On cherche alors les valeurs propres de H à l’aide du déterminant.

λ valeur propre de H ⇐⇒ H − λI non inversible
⇐⇒ det(H − λI) = 0

⇐⇒ (2− λ)(3− λ)− 4 = 0

⇐⇒ λ2 − 5λ+ 2 = 0

⇐⇒ λ =
5±
√
17

2
.

Comme
√
17 <

√
25 = 25, les deux valeurs propres sont strictement positives et G présente un

minimum local en A. Ce minimum vaut

G(A) = −1.

Partie 2 - Une intégrale d’une fonction d’une variable

On considère maintenant la fonction f définie, pour tout x ∈ R∗+, par:

f(x) = G(x, 1) =
x2

2
− lnx− 1

2
.

(6) La fonction f est de classe C2 sur R∗+ comme combinaison de fonctions usuelles de classe C2. Le
calcul de ses dérivées successives donne

f ′(x) = x− 1

x
=
x2 − 1

x
, f ′′(x) = 1 +

1

x2
> 0

En particulier, comme sa dérivée seconde est strictement positive, on peut conclure que f est
convexe. Le tableau de ses variations donne

x

f ′(x)

f

0 1 +∞

− 0 +

+∞

00

+∞+∞

(7) Les éléments précédents permettent de tracer l’allure de f
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(8) (a) Comme x 7→ ln(x) continue sur R∗+, pour tout x > 0, le théorème fondamental de l’analyse
affirme que

x 7→
∫ x

1

ln(t)dt

est une primitive de x 7→ ln(x). Une IPP classique donne∫ x

1

ln(t)dt = [t ln(t)]x1 −
∫ x

1

dt = x ln(x)− x+ 1.

Toutes les primitives d’une même fonction continue diffèrent d’une constante, on peut donc,
par alléger les expressions, choisir x 7→ x ln(x)− x comme primitive de x 7→ ln(x).

Une primitive de f est également donnée par, pour x > 0,

F (x) =

∫ x

1

f(t)dt

=

∫ x

1

(
t2

2
− ln(t)− 1

2

)
dt

=

[
t3

6
− t ln(t) + t− t

2

]x
1

Pour les mêmes raisons que précédemment, on s’affranchit des constantes dans le résultat
final. Ainsi, une primitive de f est donnée, pour x > 0, par l’expression

x3

6
− x ln(x) + x

2
.

(b) L’intégrale considérée est impropre en 0. Soit donc ε > 0, on a∫ 1

ε

f(t)dt =

[
t3

6
− t ln(t) + t

2

]1
ε

=
2

3
− ε3

6
+ ε ln(ε)− ε

2

−→
ε→0+

2

3
(par croissance comparée).

Ainsi, on a bien la convergence de l’intégrale et de plus
∫ 1

0

f(x)dx =
2

3
.
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(c) Le programme donné calcule la moyenne des images par la fonction f d’un n−échantillon
(avec n = 10000) de la loi uniforme X ↪→ U([0; 1]). D’après le théorème de transfert et la
loi faible des grand nombres, il s’agit d’une estimation de

E(f(X)) =

∫ 1

0

f(t)dt.

C’est le principe de la méthode de Monte-Carlo. Il n’est donc pas surprenant que le résultat
affiche une valeur approchée de cette intégrale qu’on sait être égale à 2/3.

Partie 3 - Des sommes de Riemann et une limite

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On pose

Sn =
1

n

n∑
j=1

f

(
j

n

)
.

(9)
(a) La fonction f est décroissante sur ]0; 1[, notamment sur

[
j
n
, j+1

n

]
(pour 1 ≤ j ≤ n− 1, on

a bien
[
j
n
, j+1

n

]
⊂]0; 1]). Ainsi, pour tout x ∈

[
j
n
, j+1

n

]
, on a

f

(
j + 1

n

)
≤ f(x) ≤ f

(
j

n

)
.

Par positivité de l’intégrale,

1

n
f

(
j + 1

n

)
=

∫ j+1
n

j
n

f

(
j + 1

n

)
dx ≤

∫ j+1
n

j
n

f(x)dx ≤
∫ j+1

n

j
n

f

(
j

n

)
dx =

1

n
f

(
j

n

)
,

ce qui est bien l’encadrement voulu.

(b) On somme les inégalités précédentes entre 1 et n− 1.

• D’une part,
n−1∑
j=1

1

n
f

(
j + 1

n

)
≤

n−1∑
j=1

∫ j+1
n

j
n

f(x)dx =

∫ 1

1
n

f(x)dx

mais
n∑

k=2

1

n
f

(
k

n

)
= Sn −

1

n
f

(
1

n

)
donc on a bien

Sn ≤
1

n
f

(
1

n

)
+

∫ 1

1
n

f(x)dx

• D’autre part ∫ 1

1
n

f(x)dx =
n−1∑
j=1

∫ j+1
n

j
n

f(x)dx

≤
n−1∑
j=1

1

n
f

(
j

n

)
≤ Sn

car 1
n
f(1) ≥ 0.

Une fois de plus, on a bien l’encadrement demandé.
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(c) On explicite la quantité avant de passer à la limite
1

n
f

(
1

n

)
=

1

n

(
1

2n2
+ ln(n)− 1

2

)
=

1

2n3
+

ln(n)

n
− 1

2n
−→

n→+∞
0.

(d) Comme l’intégrale
∫ 1

0
f(x)dx est convergente, et que 1/n→ 0, on a que

lim
n→+∞

∫ 1

1
n

f(t)dt =

∫ 1

0

f(t)dt.

D’après la question précédente ainsi que l’encadrement encore ci-avant, le théorème des
gendarmes permet de conclure que

lim
n→+∞

Sn =

∫ 1

0

f(t)dt =
2

3
.

(10) (a) Commençons par voir que

f

(
j

n

)
=

j2

2n2
− ln

(
j

n

)
− 1

2
.

Il suit que

Sn =
1

n

n∑
j=1

f

(
j

n

)
=

1

n

n∑
j=1

(
j2

2n2
− ln

(
j

n

)
− 1

2

)

=
1

2n3

n∑
j=1

j2 − 1

n
ln

(
n∏

j=1

j

n

)
− 1

2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

12n3
− 1

n
ln

(
n!

nn

)
− 1

2

(b) On déduit de la question précédente que
1

n
ln

(
nn

n!

)
=

1

2
+ Sn −

n(n+ 1)(2n+ 1)

12n3

−→
n→+∞

1

2
+

2

3
− 1

6
=

12

12
= 1.


