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Solution

Exercice 1
Cet exercice est construit sur une annale ’ECRICOME 1998.

Dans cet exercice, on étudie la diagonalisation des matrices carrée d’ordre 3 antisymétriques, c’est a dire
vérifiant ‘A = —A.

Dans tout 'exercice, E' désigne un espace vectoriel de dimension 3, dont la base canonique est notée
B — (617 €2, 63)'

Partie I - Etude d’un cas particulier

On considére, dans cette partie seulement, la matrice

0 2 -1
A=|-2 0 -2
1 2 0

et f 'endomorphisme de E représenté par A dans la base B ainsi que les vecteurs uy, us, uz définis par
up = —2e; + eg + 2e3, ug = e +2ey et ug= f(ug).

(1) On résout

x
u= |y | €Ker(f) <= Au=0
z
20—z = 0
— —2z—-22 = 0
r+2y = 0
= r=—2=—-2y
Il suit que
-2
Ker(f) = Vect 1 = Vect(uy)
2

Ainsi, u; étant non nul, (u;) forme une base du noyau de f.
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(2) Commencons par déterminer les coordonnées de ces vecteurs dans la base canonique. Ensuite,
la famille étant composée de trois vecteurs de E (de dimension 3), il suffit de montrer que la
famille est libre pour qu’elle forme une base de E. On a

—2 1 4
w=|11], u=|2 et uz = f(ug) = [ -2
2 0 )
Ainsi,
—2a+p+4y = 0
auy + Pus +yuz =0 <= a+26—-2y = 0
20+5y = 0
—2a+p+4y = 0
= 50 = 0
B+9y = 0

— a=p=v=0
et la famille est bien libre et forme donc une base de E.

Pour déterminer la matrice de f dans cette base, on exprime les images par f des vecteurs
de cette base. On sait déja que f(uy) = 0 et f(uz) = us. Pour le dernier on calcule, via les
cordonnées dans la base canonique

4 -9
5 0
Il suit que
00 O
B=Mat(f,u)={0 0 =9
01 0
T
(3) Soit A # 0. On note X = |y
z
X = 0
y—Xz = 0
r = 0

(=9—-M)z = 0
— ov=y=2=0
car —9 — \? # 0. Ainsi, tout réel non nul ne peut pas étre valeur propre de B. Comme B est

clairement non inversible (premiére colonne nulle), 0 est la seule valeur propre de B. Comme A
et B sont semblables,

Sp(4) = Sp(B) = {0}

(4) La matrice A n’admet qu’une seule valeur propre, de plus le sous-espace associé (qui est le noyau
de f) est de dimension 1. Or, dim(F) = 3 donc A n’est pas diagonalisable.
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Partie B - Cas général

Soient a, b et ¢ trois réels donnés. On pose alors s = a? + b? + % et on suppose s # 0. On consideére la
matrice

0 —a —=b
M=1a 0 -—c
b ¢ 0

et g 'endomorphisme de E représenté par M dans la base B.
(5) On calcule

—(a® + b?) —be ac
M?* = —be —(a* 4 *) —ab ,
ac —ab —(b* + )
et
0 a(a®* +bv*+ ) b(a® 4+ b+ ?)
M? = | —a(a® + b* + ?) 0 c(a>+bv*=c*) | =—sM.
—b(a® + b+ *) —c(a® + b+ ) 0

(6) On a clairement M3 = —sM, et donc le polynéme X3 + sX = X (X? + s) annule M.

(7) Comme s > 0 (car a,b,c ne sont pas tous nuls), le polynéme précédent ne s’annule qu’en 0.
Ainsi, la seule valeur propre possible pour M est 0.

(8) Supposons que M soit inversible, il existe donc une matrice inverse M~!. En multipliant la
relation M3 = —sM par M~ on obtient M? = —sI, ce qui n’est possible que sia = b = ¢ = 0,
ce qui n’est pas le cas. Ainsi, M n’est pas inversible.

(9) La matrice M n’est pas inversible, donc 0 est valeur propre et c’est la seule, ainsi

Sp(M) = {0}.
Si M était diagonalisable, elle serait semblable a une matrice diagonale avec des zéros sur la

diagonale (sa seule valeur propre), c’est a dire que M serait nulle (car seule la matrice nulle est
semblable & une matrice nulle). Or, ce n’est pas le cas. Donc M n’est pas diagonalisable.

Exercice 2

Soit n € N* le nombre de personnes interrogées. Pour tout n € N* on introduit une variable de
Bernoulli X,, de paramétre o €]0; 1] et une variable Y,, de Bernoulli définie comme suit:

e Pour tout n € N*, on pose une question (dont la réponse ne peut étre que "oui" ou "non") a la
n—ieéme personne;

e Si X,, =1, la n—iéme personne doit étre franche, sinon la réponse est inversée.

e Si la n—iéme personne répond "oui", alors Y,, = 1 et 0 sinon.

(1) Si X, =1, la réponse est franche et sinon, elle est inversée. Ce qui s’interpréte comme
P[anl](Yn = 1) =D, P[ano](Yn = 1) =1-p
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e {(X,, =0), (X, =1)}, on a
P(Yn = 1) = P[ano}(yn = 1)P(Xn = 0) + P[anl](yn = 1)P(Xn = 1)
(1-p)(1— )+ pa.
(2) On cherche ici Py, —1)(X, =1).

Il s’agit d’inverser le conditionnement, ce qui se fait avec la formule de Bayes (qu’on avait pas
vue depuis un certain temps et qu’il est donc intéressant de revoir)

P[anl](yn = ]_)P(Xn = 1) ap

Py (X, =1) =
X = ) = e N = 1 P(X, = ) + Plxq(Va = DP(X, = 0) ~ (1= p){l—a) +pa
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On introduit alors la variable aléatoire T,, définie par

 Yitht..tY,
- .

Fy

(3) Par linéarité de Iespérance, on sait que la moyenne empirique d'un n—échantillon est un esti-
mateur sans biais de ’espérance de la variable échantillonnée. Ainsi,

E(Fn):E(Yl):P(lel):P(Ynzl)'

Pour montrer que c’est un estimateur convergent, on peut utiliser une conséquence de 'inégalité
de Bienayme-Tchebychev qui dit qu’il suffit de montrer que le risque quadratique de F,, (ici égal
a sa variance) tend vers 0. En observant que, Y; étant une loi de Bernoulli, on a V(Y;) < 1/4,
on obtient

") = V(R)= 5V (Zy>

1 n
= 2 Z V(Y;) (par indépendance des Y;)
i1
_ove
n ~ 4n
— 0
n—-+oo

et F, est bien un estimateur convergent de P(Y; = 1).

(4) On développe l'expression obtenue ci-avant.

PY,=1)=(1-p)(l—a)+ap < PY,=1)=2a—1)p+(l-a)
PY,=1)—(1—a)

— p=
p 20 — 1

(5) Par linéarité de 'espérance, en posant

F,— 1+«

Tn: 3
200 — 1

on a bien

E(T,)=E (

Fn—1+oz) :E(Fn)—(l—a):P(Ynzl)—(l—a):p
200 — 1 200 — 1 200 — 1 ’

(6) (a) On a, comme précédemment

mn):»wm:é%%%
V(Y1)
(2c0 — 1)2n

Par ailleurs, comme Y,, — B(P(Y; = 1)) et que P(Y; =1) = (2a — 1)p+ (1 — ), un calcul
(un peu fastidieux) donne

V(Yi) = (20— 1)%p(1 - p) + o1 — a)
ce qui permet finalement d’obtenir

pi=p) , all=a)

r(fn) = n (2a —1)2n
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1 —
(b) D’aprés la question précédente, le risque quadratique de 7, est minimal lorsque H
(){ —_
est minimal. On étudie alors la fonction
N a(l — a)
S ——=
7 (2a — 1)
Le calcul donne alors
—1
/ —
et les variations de ¢ sont données par le tableau suivant
a 0 1/2 1
' () - +
+00 | +00
¥ / \
0 0

Le risque sera donc minimal pour un choix de @ = 0 ou 1, ce qui annule complétement
I'intérét du procédé.

(7) Soit B €]0; 1]. D’aprés Bienaymé-Tchebychev,

1
Pog ) = P(IT-sl> o)

S (\Tn —B@I> 50, _11>m)

< V(T (220 - )V/aB)
VM) :

= e 1)24(204 —1)*np
— awm)s

< B

car V(Y1) < 1/4. Et I,, est bien un intervalle de confiance au risque 3 pour p.

Probléme
Ce probléme est inspiré du sujet EML 2018, série S.

On définit, pour = € R, la fonction I par

1zt —xt
e +e
I(x) = —dt.
(@) /0 Vi i
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Partie I - Résultats préliminaires

(1)

(3)

L’intégrale définissant W, est impropre en 0. Soit donc € €]0; 1[. On remarque que
VI—12=/(1-1t)(1+1).

Ainsi, e changement de variable affine (donc licite) u = 1 — ¢ donne du = —dt et en permutant
les bornes, on obtient

/ <tk / (1-— u
0o V 1-— t2 A/ U 2 — u
Comme 1 — ¢ — 0 lorsque € — 1, la convergence de notre intégrale se rameéne a la convergence

de

Fa-wt
Vo
Mais,
(1 —u)* 1

Vi) 0 VA

Mais, par le critére de Riemann, fo ~ converge, et le critére d’équivalence permet alors d’affirmer
que l'intégrale qui définit Wy, est blen convergente.

Le programme donné calcule la moyenne (avec la commande mean()) de I'image par la fonction
g: t— 1/(v/1—12) d'un n—échantillon de la loi uniforme U([0;1]). La loi faible des grands
nombres assure que la moyenne empirique est un estimateur convergent de l’espérance. Or, par
le théoréme de transfert, cette espérance est égale a

t)dt = =W,.
/Og<> / L=

C’est le principe de la Méthode de Monte-Carlo. On peut donc conclure que
Wy ~ 1.5725086.

(a) Soit £ € N. On procéde par intégration par parties, que 1’on réalise sur [0;e]. Remarquant

que
t tht? (1 — ¢
- _ ) _ t* V1 —¢2,
V-2 J1-82 12
on pose
tk+1
u/ —_ tk u = 2
+1
{ v o= V1 —1¢2 . - t

/1o

u et v sont bien de classe C! sur [0;¢], rendant I'TPP licite. On obtient alors,

o 1 /1T — 27° 1 .
t“V1—t2dt = R S
/0 l k+1 L k+1 \/1_;52

SVIZE 1 e
k+1 E+1J, v1-— t2
1 1 tk+2
—
e=»1 k+1 V11— t2
car Wy est convergente pour tout k. On a bien
1

Wi — Wigo = ——=Wio.
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(b) On admet que Wy, = 7. On procéde alors par récurrence.
e initialisation. Pour k& = 0, on a admis que Wy = 7/2 et la formule est donc vraie.

e hérédité. Supposons que, pour un certain £ € N, on ait

(2k)! T
Way, = PRI X5 (HR)
Montrons alors que
(2k +2)! T

Wagk41) = 22k+2((k 4 1)1)2 x 92"

Commencons par voir que I'IPP précédente se reformule comme

n+1
Wy =Wy = n—+1 nt2 == Wyyo = ot 2Wn-
En prenant n = 2k, on a
2k+1
Waopto = 2% 1 2W2k
2k+1 (2k)! T
= 5533 (R x5 (par HR)
2k +2)(2k+1) (2F)! W T
B (2k +2)2  22k(kN2 T 2
B (2k + 2)! LT
C22(k 4 1)222k(K1)2 T 2
(2k + 2)!

m
TRkt 2

ce qui termine la récurrence.

(4) (a) Pour z € R fixé, la fonction ¢ — et;gz est continue sur [0; 1[. Ainsi, "intégrale qui définit
I(x) est impropre en 1, mais
et:c + e—ta: 2
V-2 1+
et comme Wy est convergente, il suit que 'intégrale qui définit /(z) et convergente ce qui
justifie bien de la forme définition de I. Par ailleurs

1 e~ tT 4 e—t(—x) etz +€tx

———dt = ——dt = I(x
o Vi-£8 VIi—£ (@)
et la fonction I est paire.
(b) D’aprés ce qui précede

I(—x) =

2 s
[(0) = —=dt =2Wy =2 x - =7.
(0) i-p 0 5 T
Partie II - Une inégalité de Taylor-Lagrange
Les résultats de cette partie sont indépendants de la partie précédente mais sont utiles pour la suivante
et peuvent donc, en cas de difficulté, étre admis pour la Partie II1.

Soit n € N. On considére une fonction f de classe C"™!, sur [0; +o0.

(5) 11 s’agit de faire une IPP sur le reste intégral de la formule. Mais rédigeons la récurrence.
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e initialisation. Pour n = 0, si f est de classe C', on a bien

(k) T
0t 4 / FBdt = FO)+ [0 = £(2),

et la formule est vérifiée.

e hérédité. Supposons que, si f est de classe C**! pour un certain n € N, on puisse écrire

n+1)
Z o k;' / S t)"dt.

Si maintenant f est de classe C"*2, elle est en particulier de classe C"*! et la formule
précédente reste vraie. Appliquons une intégration par parties a l'intégrale du terme de
droite de ’hypothése de récurrence.

— t)n+1

n —\T

u/ — (w—t) u = (

{ - f(l%ﬁd) (n+1)!
o o= f(n+2)

Comme [ est de classe C""2, les fonctions u et v sont de classe C* sur [0; z] rendant 'TPP
licite, et on peut écrire

xf(n+1)t . f("+1)t T — )1’ xf(n+2)t .
N e T

(n+

(n+1 n+2
— JE +1 2 /f (x —t)"dt
n

2"t dans la somme, on a bien
k) 0 z r£(n+2) t
o (n+1)

ce qui est la formule au rang (n + 1) et termine la récurrence.

Fr+(0)
En insérant T

fz) =

(6) Comme f est de classe C"*!, (1) est continue et admet un maximum sur [0;z], que 'on note
M. 1l suit que

f(k ( ) f n+1 .
k=0
T n+1) (t)

< / —'(x — )" dt (inégalité triangulaire)
0 n!

< - (x —t)"dt (positivité de 'intégrale)
n! Jo

. M (x—t)"*]"  Mant!

~ nl n+1 ], (n+1)

ce qui est bien I'inégalité attendue.
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Partie III - Une autre formule pour I(z)

Dans cette partie, on pose, pour tout x € R, f(x) = e* + e~ *.

(7) La fonction exponentielle étant de classe C*, il en est de méme pour f. On procéde par récur-
rence pour le calcul des dérivées successives.

e initialisation. Pour k = 0, f(O(2) = f(z) = e®+e7% = e+ (—1)%~" et la relation est vraie.

e hérédité. Supposons que, pour un certain k& € N, on ait f*)(2) = e® + (—1)*e*. Alors,
PN (@) = (9) () = (¢ + (D) = ¢ + (~1)He,
et c’est fini.

(8) Soit u > 0 fixé.

(a) (i) Soient n € N et ¢t € [0;u]. Comme
fEF () =t 4+ (=1)" et =€l 4 et > 0,
la fonction f"*1) est croissante sur [0, u] et on a bien
f(2n+1)(0) < f(2n+1)(t) < f(2n+1)(u)‘

(ii) En particulier,

donc
‘(2n+1)(t)| <et—e

Ce majorant étant atteint (en t = u), il s’agit bien du maximum.

(b) Commengons par observer que, d’aprés les calculs de dérivées successives opérés ci-avant,

2. sl k est pair
(k) _ ) p
F7(0) {0, si k est impair
Il suit que
2n 2n 2n
fP0) v SP(0) JP(0)
Z o T Z oY
k=0 k= k=0
k pair k impair
2n n
2 2
SDIETES
| — |
kkp:air k! k=2j = (2])

(c) D’aprés l'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2n la fonction f en u, on a

n 2n
u —u 2 2k o u —u f(k) (0) k
e +e —kgowu = e +e —kZOTU
MaXe ;] |f(2n+1) (t)| u?ntl
- (2n +1)!
u2n+1

e &)

ce qu’on voulait.
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(d) Soient = > 0 et t € [0;1]. En appliquant le résultat de la question précédente avec u = xt,
on a
L2124

(2n 4+ 1)!

_ "L 2(xt)?k
xt xt
e t+e " — Z (25)!

tr e—wt) )

Mais,

t2n+1 <1 et etm _ e—mt < etm < er
car tr < x et car la fonction exp est croissante. On a bien
22+

< T
~ (2n+ 1)!6

7 " 2(xt)?k
xt xt
e’ +e ; (25)!

comme désiré.

(9) (a) Il "suffit" d’intégrer la relation précédente, aprés avoir tout divisé par /1 — ¢2. En effet, on
a tout d’abord

I2n+1 T

_ n
€xt+6 xt 2$2k t2k: e

VI (k) S nvioe

Les intégrales I(x), Wy et Wy, étant convergentes, on a par linéarité et positivité de
I'intégrale

ext + efxt T k 2n+1
dt| < ———
0 \/1—152 — (2k)!/0 Vi—t2 |7 (2n+1 / \/1—152
ou encore, sachant que Wy = /2,
92k 22
I(x) — —W —e".
(z) kz P T
(b) Comme on sait que Wy, = Sy O A
no 2k 22
I(z) =Y ———7| < ——¢"
() kZ:O 22k(EN2 | — 2(2n 4 1)!
Pour tout x € R, on a
2n+1
x _0

lim ———
n—r+o0 (Zn + 1)!
(on a reconnu le terme général d’une série - la série exponentielle - convergente, donc qui

tend nécessairement vers 0). Par le théoréme des gendarmes, on en conclut que

n
x2k 1

A2 s — 51
k=0

Partie IV - Une application

Dans cette derniére partie, on considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes de méme loi
de Poisson de parameétre A (avec A > 0).
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(10) C’est une question ultra-classique. D’aprés la formule des probabilités totales
“+oo
P(X=Y) = ) P(X=YNX=k)

k=0

+oo
= ) PY=knX=k)
k=0

= Z PY =k)P(X =k) (par indépendance)

(11) En appliquant (9b) avec x = 2\, on obtient

1(2\ f Al PP(X =Y
(2 =7 Y g = PP =)
(12) Informatique
(a) On compléte le programme comme suit
function p = estimation(lambda)
N =
X = grand(l, N, 'poi', lambda)
Y = grand(l, N, 'poi', lambda)
n=
for i = 1:N
if X(i)==Y(i) then
n=n+
end
end
p = n/N
endfunction
Ce programme permet de calculer la fréquence des égalités X = Yi ou (Xy,..,X,) et

(Y1, ..., Y,) sont deux n—échantillons de P(A) ce qui donne une estimation de P(X =Y).
En effet, introduisant une variable Z; définie par

o 1, si Xk = Yk
Ik = { 0, sinon

qui est une variable de Bernoulli de paramétre P(X = Y), la fonction précédente renvoie
la moyenne empirique de I’échantillon(Z, ..., Z,) qui est bien une estimation (sans bien et
convergente) du paramétre de Zj et donc de P(X =Y).

(b) (i) La figure représente la fonction
A— VTAP(X =Y)

sur l'intervalle |0;25] (ou X et Y lois de Poisson indépendantes de parameétre \).
(ii) Par lecture graphique, on peut conjecturer que

P(X=Y)n~ A — +00.

1
2\/7T)\,
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(iii) Comme I(2\) = me** P(X =Y), prenant A = /2, on peut conjecturer que

V/mer
~Y

I(x) NGor

, T — +00.



