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Exercice 1
Un lecteur multimédia est enclenché en mode aléatoire et joue N morceaux de musique (numérotés de
1 à N) selon le procédé suivant:

• On admet que le numéro du morceau joué à l’instant n est une variable aléatoire notée Xn;
• À l’instant n = 0, le lecteur joue le morceau numéro 1 (ainsi X0 = 1);
• Pour tout n ∈ N, le lecteur choisit au moment n + 1, de manière équiprobable, un morceau
différent de celui joué au moment n parmi tous les morceaux possibles.

(1) Quelle est la loi de X1? En déduire son espérance et sa variance.
(2) Montrer, par récurrence, que, pour tout n ≥ 2, Xn(Ω) = J1;NK.
(3) Déterminer la loi de X2.
(4) Déterminer, pour tout n ≥ 2 et tout couple (i, j) ∈ J1;NK2, PXn=i(Xn+1 = j).
(5) On pose alors, pour n ≥ 2,

un = P (Xn = 1)

(a) Montrer que, pour tout n ≥ 2,

un+1 =
1

N − 1
(1− un).

(b) En reconnaissant une suite arithmético-géométrique, en déduire alors que, pour tout n ≥ 2,

P (Xn = 1) =
1

N

(
1−

(
− 1

N − 1

)n−1
)
.

(6) On note Y le premier instant où le lecteur rejoue le morceau numéroté 1.
(a) Justifier que Y (Ω) = J2; +∞J, puis déterminer P (Y = 2).
(b) Pour tout n ≥ 3, exprimer l’évènement (Y = n) à l’aide des variables aléatoiresX1, X2, ..., Xn.
(c) En déduire, à l’aide de la formule des probabilités composées, que, pour tout n ≥ 3,

P (Y = n) =
1

N − 1

(
1− 1

N − 1

)n−2

.

(d) Montrer que Y − 1 admet une espérance et la calculer. En déduire E(Y ).
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Exercice 2
On considère une variable aléatoire X ↪→ G(p), où p ∈]0; 1[. On note q = 1− p.

(1) Soit k ∈ N∗. Rappeler en justifiant le lien entre P (X = k), P (X ≥ k) et P (X ≥ k + 1).
(2) Montrer que, pour tout k ∈ N,

P (X ≥ k) = qk−1.

(3) On considère alors deux variables aléatoires X, Y indépendantes de même loi G(p) et on pose

Z = min(X, Y ).

(a) Déterminer Z(Ω).
(b) En observant que P (Z ≥ k) = P (X ≥ k ∩ Y ≥ k), déterminer, pour tout k ∈ Z(Ω),

P (Z ≥ k).

(c) Montrer alors que Z suit une loi géométrique dont on précisera le paramètre.
(d) En déduire E(Z) et V (Z).

(4) On introduit maintenant la variable T = max(X, Y ). Soit k ∈ N∗.
(a) Justifier l’égalité

[Z = k] ∪ [T = k] = [X = k] ∪ [Y = k]

(b) En déduire que
P (T = k) = 2P (X = k)− P (Z = k).

(c) Conclure que T admet une espérance et que

V (T ) =
q(2q2 + q + 2)

(1− q2)2
.

(5) En calculant de deux façons V (Z + T ), déterminer cov(Z, T ). Les variables Z et T sont-elles
indépendantes?

Exercice 3

(1) Justifier de la convergence de l’intégrale I =

∫ +∞

0

ln(t)

1 + t2
dt.

(2) À l’aide du changement de variable u = 1/t, montrer que I = 0.

Exercice 4
Pour n ∈ N, on pose

In =

∫ 1

0

(1− t2)ndt.

(1) Montrer que la suite (In) est bien définie et décroissante.
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(2) Montrer que, pour tout u ∈ [0; 1]

0 ≤ 1− u ≤ e−u.

(3) Montrer la convergence de l’intégrale
∫ +∞
0

e−x
2
dx.

(4) En déduire, à l’aide du changement de variables x =
√
nu que

In ≤
1√
n

∫ +∞

0

e−x
2

dx.

(5) En déduire la limite de (In).
(6) Montrer, à l’aide d’une intégration par parties, que, pour tout n ≥ 1,

In =
2n

2n + 1
In−1.

(7) En déduire, par récurrence, que

In =
(2nn!)2

(2n + 1)!
.


