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Devoir Maison n°4

Solution

Exercice 1

Un lecteur multimédia est enclenché en mode aléatoire et joue N morceaux de musique (numérotés de
1 & N) selon le procédé suivant:

e On admet que le numéro du morceau joué a 'instant n est une variable aléatoire notée X,,;

e A linstant n = 0, le lecteur joue le morceau numéro 1 (ainsi X, = 1);

e Pour tout n € N, le lecteur choisit au moment n + 1, de maniére équiprobable, un morceau
différent de celui joué au moment n parmi tous les morceaux possibles.

(1) Au moment n = 1, on joue un morceau choisi au hasard entre les numéros 2 et N. Il est alors
clair que
Xy, = U([2; N]).
Par les formules du cours, on obtient
24+ N (N—-2+1-12-1 (N-=3)(N-1)
E(X,) = 5 V(X)) = 17 = 19 :
(2) Soit n > 2. Cette question est beaucoup plus délicate qu'’il n’y parait. Bien str, il est clair qu’on
a 'inclusion

Xn(Q) C [1; NJ.
Mais pour montrer 1’égalité, il faut montrer que
Vk € [1; NJ, P(X,=k)>0.

En général, on ne demande pas explicitement de prouver I'inclusion inverse, sauf par exemple
dans le sujet EDHEC 2017. Ainsi, on propose ici une démonstration instructive de ce type
de question, et on procéde par récurrence. L’étudiant.e déja en difficulté pourra reprendre cette
question relativement subtile un peu plus tard.

e initialisation. Pour n = 2, on a, pour k € [2; N], on a, par la formule des probabilités totales
appliquée au s.c.e {(X; =7): j[2; N]},
P(Xo=k) = Px,—x(Xo=Fk)P(X1=k)+ Px,2x(Xo =k)P(X; # k)
N =2 1
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Solution

Pour k = 1, comme le morceau 1 n’est pas joué au moment n =1, on a

1
P(Xy=1)= 57— >0,

Dans tous les cas, on a bien P(X3; = k) > 0 et la propriété est bien vérifiée pour n = 2.

e hérédité. Supposons que, pour un certain n > 2, on ait X,(Q) = [1; N]. Soit k € [; N]. En-
core par la formule des probabilités totales, appliquée au s.c.e (et 'hypothése de récurrence
apparait déja la) {(X,, =j): j € [1;N]} ,on a

P(Xp1=k) = Px,—x(Xny1=k)P(Xy, = k) + Px,2(Xnp1 = k) P(X,, # k)
X P(Xn £ K) >0

-
TN 1

car, par (HR), P(X, # k) # 0 (sinon X, (Q2) = {k}, ce qui n’est pas vrai). La récurrence
est bien terminée.

(3) D’apres I’énonce, il est clair que, pour tout n > 2,

) 0, sit=y
Y(i,4) € [1; N]*, Px,=i(Xn11 =) = 1 C L
s SiA

(4) On sait déja que X5(Q2) = [1; N]. Le cas (X5 = 1) est a traiter a part. En effet,

1
P(Xy =1) = P([Xo = N [X1 #1]) = P, (Xo = DP(X1 #1) = 77—
En revanche, si k£ > 2, par la FTP, on a
N N
P(Xy=k) = Y Px,—(Xa=k)P(X1=j) =Y _ Px,—j(Xz = k) P(X; = j)

RS B
4~ N-1"N-1

=2

Gk
~ N-2
BOESIE

On observe bien que

1 ﬁzN—2_}+N—2_
( — -

— 1.
N-1?2 N-1
2

N—ljL

Ce n’est pas une loi usuelle.
(5) On pose donc, pour n > 2,

On a alors

d’aprés la question précédente.
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(a) D’apres la FPT, on a

Unp1 = P(Xop1 =1) = Px, )Xoy = DP(X, # 1) + Px,=1) (X = D) P(X, = 1)
1

1
- —— (1-
N
B U, L 1
~ N—-1 N-1

(b) On a alors reconnu une suite arithmético-géométrique. On suit le protocole du cours, en
commencant par chercher ¢ tel que
14 1 1
(= — + = l=—.
N—-1 N-1 N
Ensuite, la suite (u,, — ) est géométrique de premier terme uy — £ et de raison —1/(N — 1).
On obtient donc

w= () (R e a (- ()

On remarque par contre que la formule ne s’étend pas a n = 1.

(6) On note Y le premier instant ou le lecteur rejoue le morceau numéroté 1.

(a) Le morceau 1 ne peut pas étre rejoué a l'instant n = 1 mais peut I'étre a partir de n = 2.

Ainsi, Y prend bien ses valeurs dans [2; +oc[. De plus, par définition
1
PY=2)=P(Xy=1) = —.
(VY =2)= P(Xy= 1) =

(b) Pour n > 3, il est clair que

v=n = (XX A1) X A X =1])
:<hm#®mm=u

k=2
car I'événement [X; # 1] est certain.

(c¢) En observant que

B i1 (X # 1) = Py (X 7 1) = N—:l’

la formule des probabilités composées donne, pour n > 3,

PY =n) = P(Xy# 1)Pxyz(Xs # 1)+ ng;;[xk;su(Xn =1)
_ @__i_)x<ﬁ;2yﬁx !
N -1 N -1 N -1
- () G=)
N—-1)\N-1

1 1 n—2
PY=n)=—(1-—) .
¥'=n N—l( N—1>

On constate que la formule trouvée pour n > 3 est aussi valable pour n = 2.
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(d) Par le théoréme de transfert, Y — 1 admet une espérance si et seulement si la série de terme
général (n — 1)P(Y = n) converge (absolument). Ici tout est positif donc pas besoin de
valeur absolue. On observe que, pour n > 2,

(n—1)P(Y =n) :ﬁ ‘(1) <%)n—z

et on reconnait le multiple du terme général de la série géométrique dérivée (décalée) de
raison (N —2)/(N —1) (avec |[(N —2)/(N — 1)| < 1) donc convergente. Ainsi, Y — 1 admet
une espérance et

1 X N —2\"?
n=2
1 +oo‘ N— 7j—1
- N—lZJ(N—
7j=1
I SR
- o _9\2
N=1"(1-%3)
= N-1

Il suit, comme ¥ =Y — 1+ 1 que Y admet une espérance et par linéarité de celle-ci,
EY)=EY -1)+1=N.

On pouvait aussi faire plus simple (voir Remarque 2).

Remarque 1. On ne résiste pas a ’envie de proposer un programme Scilab permettant de simuler Y,
a méditer...

function y=Y(N)

X=grand(1,1,'uin',2, N) // morceau joué au moment
Y=<
while X<>
U=[1:N]; //liste des morceaux disponibles
y=y*tis
for k=X:N-
U(k)=U(k+1); // X n'est plus dans les morceaux disponibles
end
X=U(grand(1,1, 'uin',1, N-1));
end
endfunction

Remarque 2. On peut en fait voir que Y — 1 suit une loi géométrique de parameétre 1/(N — 1). Cela
donne tout de suite E(Y — 1) = N — 1. Et cela permettrait de simplifier le programme précédent, mais
c’est nettement moins rigolo....

function y=Y(N)
Y=grand(1,1, 'geom', 1/(N-1)) +
endfunction
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Exercice 2

Cet exercice est adapté du sujet HEC 2015.
On considére une variable aléatoire X — G(p), ou p €]0;1[. On note ¢ =1 — p.
(1) Soit k& € N*. Il est clair que
(X >kl=[X=klU[X >k+1]
et 'union est disjointe. Ainsi,
PX>k)=PX=k+PX>k+1) <= PX=k=PX>k)—P(X>k+1).
(2) On fait le calcul
P(X>k) = 1-PX<k)=1-P(<Lk-1)

k—1
= 1-) P(X=
j=1
k—1
= 1= pg!
7=1
1

1-— qk*
l—gq
= q car 1 —q =p.
(3) On considére alors deux variables aléatoires X, Y indépendantes de méme loi G(p) et on pose
Z =min(X,Y).

(a) Les deux variables X et Y prennent leurs valeurs dans N*| le minimum des deux peut alors
prendre également n’importe dans N* donc Z(€2) = N*.

(b) On observe que P(Z > k) = P(X > kNY > k). Clest une égalité trés trés utilise que
I’on utilisera a de nombreuses reprises. Si le résultat est intuitif et qu’il est plus ou moins
officiellement admis, il faudrait le démontrer mais cela alourdirait la rédaction et on ne le
demande donc pas (et a priori les sujets de concours non plus). Ainsi,

P(Z>k) = P(X>kNY >k)

= P(X>k)PY >k) (par indépendance de Xet Y)

= P(X >k)? (car x et Y suivent la méme loi (géométrique))
— 2= )

= 49

en utilisant le résultat de la question précédente.

(c) Soit k € N*,
P(Z=k) = PX>k)-P(X>k+1)

_ q2(k71) . q2k

= (A7 0-a)
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et on reconnait la formule d'une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parameétre

(1-¢%
Z Qg (1 — q2) .
(d) On en déduit, par les formules du cours
1 q°
E(Z)=—— 7)) = ——=.
e Ot

(4) On introduit maintenant la variable T'= max(X,Y’). Soit k € N*.
(a) Siw € [Z = k] U [T = k| cela veut dire que le minimum ou que le maximum de X et
Y est k, donc la valeur k est prise par (au moins) 'une des deux variables X ou Y, donc
weX =KUY =Fket|[Z2=kU[T=Fk C[X =FkU[Y = k]. Réciproquement, si
w € [X = k| U[Y = k], alors au moins 1'une des deux variables vaut k et nécessairement le
maximum ou le minimum (ou les deux) de X et Y vaut k. Ainsi, w € [Z = k] U [T = k] et
on a l'inclusion réciproque et donc ’égalité

[Z=FKU[T=k]=[X=klU[Y =F].
(b) 11 suit que, par la formule du crible,
P(Z=k)+P(T=k)—P(Z=kNnT=k) = P((X=kU[Y =k])

Observant que

il suit que
P(T=k) = PX=k)+PY =k —P[X=kN]Y=kK)-PT=k+P(Z=kNT=k)
= PX=k+PY=k —P(Z=k)
= 2P(X =k)—P(Z =k) (car X et Y suivent la méme loi)

ce qui est bien ce qu’on voulait.

(¢) La question précédente permet de voir que Z posséde un moment d’ordre 2. En effet,
EP(T=k) = 2k*P(X =k)—k*P(Z=k).

Comme X et Z admettent tous les deux des moments d’ordre 2, les deux séries de termes
généraux respectifs k2P(X = k) et k*P(T = k) convergent et il en est de méme pour la
série de terme général k*P(T = k). Ainsi, T admet un moment d’ordre 2 et une variance.
De plus,

V(T)=2V(X)-V(Z).
Par le méme raisonnement on obtient aussi £(7T") = 2E(X) — E(Z). En observant, et c¢’est
utile pour toute la suite, que

1-¢)?=(1-q91+q)*=p"(1+9)7

le calcul donne

E(T) = 2E(X)- E(Z)
2 1

p 1-¢
20-¢*)—p (1+29)

p(1 —q?) (1-4?)
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puis

2E(X?) — E(Z%)
2 (V(X) + E(X)?) — (V(Z) + E(2)?)

’ (1% - %) - ((1 —(12612)2 T —1q2)2)
2(¢+1)

(¢ +1)

p? (1—¢*)?*

Enfin, par la formule de Kénig-Huygens,

V(T) =

E(T*) - E(T)*

20¢+1)  (#+1)  (1+2g)°
P 1-¢*)? (1-¢*)?

20+ 1)1 +9¢)? (@+1)  (1+29)?
(1—¢%)? (1—=¢)?* (1—-¢)

20 +*+2q9  q(2¢° +q+2)

(1—¢?)? (1—¢?)?

Ouf, c’est bien la formule attendue. On respire.

(5) Etant clair que Z +T = X + Y, on a, d'une part

V(Z+T)=V(X+Y)=V(X)+V(Y)=2V(X) ==

2¢  2q(1+q)?

car X et Y indépendantes de méme loi. D’autre part,

V(Z+T)=V(Z)+V(T) + 2cov(Z,T) < cov(Z,T) =

Il suit que

cov(Z,T)

o (I—g?)?
%(V(ZJrT) _V(Z) - V(T)).
1 (@_ 92 +q+2) ¢ )
2 \p? (1—¢)? (1—¢%)?
1 (2q(1 +9)?  2¢(¢* +q+ 1))
2\ (1—¢%)? (1—¢?)?
¢
—(1 i V(2).

Comme cov(Z,T) # 0, on peut en déduire que Z et T' ne sont pas indépendantes.

Exercice 3

(1) On remarque que

In(t
e Pour tout t > 1, n(t)

e Au voisinage de +oo

1+¢2 —

0;
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Ainsi, par critére de négligeabilité pour les intégrales de fonctions positives (via comparaison a
une intégrale de Riemann convergente, avec a = 3/2 > 1),

o In(t
/ n(t) dt converge.
P 2

In(t

®) dt.

1+t

Cette intégrale est impropre en 0. On sait (ce qu’on peut éventuellement redémontrer a 1’aide

1
Il reste & montrer la convergence de I'intégrale /
0

d’une primitive du log ou - si on ne la connait pas - avec une intégration par parties) que fol In(¢)dt
converge. Or, au voisinage de 0,
In(t)  In(t)
1+¢2 2
Par critére d’équivalence pour les intégrales (de fonctions négatives), on peut conclure a la
convergence de I'intégrale entre 0 et 1 puis enfin a celle de I'intégrale demandée.
(2) Soient € > 0 et A > 1. La fonction u : ¢+ 1/t est de classe C! sur [g; A]. En posant u = u(t),

on a 1
t
du =u/(t)dt = —
Ainsi,
4 In(t) 4 In(t) /4 In (1) Ve In(u)
;dt = 5 T =— rdu = rd
€ 1+t € t(1+t_2) 1/e (1—|—U,) 1/A (1+u)
Or,
1
- — 0, - — +o00,,
A Ao € e=0t
et comme l'intégrale f0+°° ﬂ—zgdu converge d’apreés la premiére question, on a
A 1/e
In(¢ 1
j Q— / n()dt_—/ W g, _r
A—+o00,e—0t [, 14 ¢2 1/A (1 + U2) A—+00,e—0t
Ainsi, I = —1 et, nécessairement, I = 0.

Exercice 4

Cet exercice ressemble beaucoup a un exercice posé dans le sujet EDHEC 2019.

Pour n € N, on pose
1
I, :/ (1 —¢*)"dt.
0

(1) Pour tout n € N, la fonction ¢ + (1 — #*)" est continue sur [0;1], donc I'intégrale I,, est bien
définie. De plus

Lnyi — 1, = /1(1 R e /1(1 — t3)"dt
_ /01 (1= £2)"1 — (1 2)") dt
= /1(1 — )" (—1?)dt

< 0,



Devoir Maison n°4 9

par positivité de l'intégrale, car, pour tout ¢ € [0;1], —t*(1 — t*)" < 0. On a bien que I,,;; < I,
et donc, la suite (I,,) est décroissante.

(2) Pour l'inégalité de gauche, c’est trivial; si w € [0; 1], alors 1 —u > 0. Concernant celle de droite,
c’est une inégalité classique dont on a déja montré plusieurs variantes. On propose ici un argu-
ment de convexité. En effet, u — e~ est convexe sur R (donc sur [0;1]) car sa dérivée seconde
est strictement positive. Sa courbe est alors au dessus de toutes ses tangentes, en particulier
celle au point u = 0 dont I’équation est y = 1 — v donnant ainsi I'inégalité voulue.

(3) Pour tout > 0, e™** > 0 et, au voisinage de +oo, on a e * = o(1/z?). Par critére de
négligeabilité pour les intégrales de fonctions positives et par comparaison a une intégrale de
Riemann convergente, on peut conclure que

+o0 )
/ e ¥ dx converge.
1

Sur [0;1], la fonction z — e~ est continue et I'intégrale est alors bien définie. Au final, on a
bien le résultat voulu.

(4) Posons x = y/nt. Le changement de variable est affine donc licite. On a

dz
v

Ainsi, en commencant par utiliser ’avant-derniére question

1
I, = /(1—t2)”dt
0

< /01 (e—t2>ndt:/ole—”t2dt

dr = /ndt <= dt =

1 /+°° 2
— e “dx
v Jo
car e=® >0 et que l'intégrale converge, ce qui est bien 'inégalité voulue.

(5) Comme I, > 0 (par positivité de l'intégrale, car, pour tout n € N, la fonction sous U'intégrale est
positive sur [0;1]), 'inégalité précédente permet, via le théoréme des gendarmes de conclure que

lim I, =0.

n—-+4o0o

(6) Soit n € N*. En remarquant que
1-)"=1-tHA -t =1—t xt(1 -1,

il suit que, par linéarité de l'intégrale

1 1 1 1
/ (1 —*)"dt = / (1 — )" tde —/ tx t(1 =" tdt = I, —/ t x t(1 —t3)"tdt,
0 0 0 0
et on a, en posant

{u’ = (11—t W{ u = —5(1-¢)"

v =1t ’U, = 1
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Les fonctions u et v étant bien de classe C' sur [0; 1], 'intégration par parties est licite et donne

1
I, = In_l—/ tx t(1—t*)""tdt
0
ta—eyt o1t
= In—1_|:_<—):| _—/(1—t2)ndt
2n o 2n.Jy
1

- In— __In
Yo

1 2n
I+ —1I,=1, I, =
nt g in ! " on 1

(7) Comme I’énoncé le demande, on procéde par récurrence.

ou encore

I 1.

e initialisation. Pour n =0

1 1 200!1)2
I, = 1—t20dt:/dt:1:(—.
0 /0< ) 0 (2x0+1)!

e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait

B (2"n!)?
T @2n+ 1)
Mais alors
2(n+1)
I, = — ] d’apreés (6

2(n+1) (2"n!)* L
T ot 3) (;n + )1)' (dapres (HR))
2(n+1)(2n+ 2)
(2n +3)(2n + 2)(
22(n + 1)%(2"n!)?
(2n + 3)!
(2" (n+ 1)1)?
(2n+3)! 7

ce qui est bien la formule au rang n + 1 et termine la récurrence.

(2"n!)?
2n+1)!




