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Echauffement

Les question de cet exercice sont indépendantes.
(1) Justifier la convergence de I'intégrale impropre

[ () v
0 Vi

(2) On considére la fonction f définie sur R par

1
f<x>={ e

0, sinon.

(a) Montrer que f est paire. Représenter sommairement la courbe de f.

(b) Montrer que f est une densité de probabilité. Dans toute la suite on note X une v.a. dont
f est une densité ainsi que F'x sa fonction de répartition.

(c) Exprimer Fx(z) pour x € R.

(d) X admet-elle une espérance ?

n considere les matrices [ = ,J = e M,y et on note application
3) On considere 1 ces 1= (0 V) 7= (1 1) de Mo f Tapplicati

a b a+d_~b+c
f: My(R) = My(R), (C d) = I+ 5 J.
(a) Calculer f(I) et f(J).
(b) Montrer que f est un endomorphisme.
(c) Déterminer une base de Ker(f). L’endomorphisme f est-il injectif?
(d) En déduire le rang de f puis une base de I'image de f.
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Exercice 1

L’objet de cet exercice est la formulation du critére de transformation d’Abel, aussi appelée sommation
par parties. Le résultat n’est pas au programme en ECE mais donne matiére a ce chouette exercice.

Soient (a,) et (b,) deux suites. On note,

n n
Bn = Z bk et Sn = akbk.
k=0 k=0
(1) Montrer, en exhibant un lien entre by et By, que, pour tout n € N, on a
n—1
Sn = CLan - Z Bk(ak — ak+1).
k=0

(2) Démontrer alors le critére d’Abel, dont 1’énoncé suit.

Si la suite (ay,) tend vers 0, si la suite (B,,) est bornée et si la série Y (axr1 — ay) converge
absolument, alors la série Y axby converge.

1
(3) Application. On considére la série g (—=1)"v/nln (n + 1) :
—— n —_—
(a) Rappeler les DL en 0 a I'ordre 2 de

In(1+ u) et 1+ u.
(b) Montrer que

n—+1 2
TL_ l N_7 _>
a \/ﬁn(n 1) \/ﬁ n +00

(c) En déduire que la série n’est pas absolument convergente.
(d) Montrer que

2 2 —2+ 1 ¢ —2+ 2 1
- — =—+4o|— etque — +-——==0(—|.
n n—1 n? n?)’ q n?  (n—1)2 n?

(e) En déduire que

—1
ny/n’

(f) Conclure que le critére d’Abel s’applique et que la série est bien convergente.

Apy1 — Ap ™~ n — —+oQ.

Exercice 2

On considére la matrice I’endomorphisme f de M, ;(R) dont la matrice, dans la base canonique B =
(e1,e9,e3,64) A € My(R) est

100 -1
100 -1
A= 010 -1
001 -1
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(1) Montrer, sans pivot, que A n’est pas inversible et déterminer Im(f).

(2) (a) Calculer A% A3, A%

(b) Déterminer noyau de f et préciser sa dimension.
(3) (a) Montrer que si il existe A € R et u € R, avec u # 0 et f(u) = \u, alors f4(u) = Au. En
déduire que A* = 0 puis que A\ = 0.
(b) Existe-t-il une base de My ;(R) dans laquelle la matrice de f est diagonale? (On raisonnera
par l'absurde en utilisant la question précédente.)

(4) On note

€1 = ey, €2If(51)7 53:f(€2), €4:f(€3), et C= {51,52,63754}-

(a) Montrer que C est une base de My ;(R).
(b) Déterminer la matrice N de f relativement a la base C de My ;(R).

(5) Existe-t-il un endomorphisme bijectif g de I'espace vectoriel My ;(R) tel que go fog™ = f27?

Probléme

Partie I - Etude d’une variable aléatoire

671‘,

On considére Papplication f définie sur R par f(t) = m
e

(1) Vérifier que f est paire.
(2) Montrer que f est une densité de probabilité.

Dans toute la suite de 'exercice, on considére une variable aléatoire X de densité f7

(3) Déterminer la fonction de répartition Fy de X.
(4) (a) Montrer la convergence de 'intégrale

/0 .

(b) En déduire que X admet une espérance et que celle-ci est nulle.
Partie II - Etude d’une autre variable aléatoire
On considére l'application ¢ définie sur R par ¢(x) = In(1 + €%).

(5) Montrer que ¢ réalise une bijection de R sur un intervalle J a préciser.
(6) Exprimer, pour tout y € J, o~ (y).

On considére la variable aléatoire Y définie par Y = p(X).

(7) Justifier que P(Y <0) = 0.
(8) Donner la fonction de répartition de Y.
(9) Reconnaitre, sans calcul supplémentaire, la loi de Y et en déduire son espérance et sa variance.
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Partie III - Etude d’une convergence

On considére maintenant une suite (X, ),en+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de
méme loi, ayant toutes pour densité la fonction f définie a la Partie 1.
On note, pour tout n € N*, T,, = max(Xy, Xs, ..., X;,) et U, = T,, — In(n).

(10) Justifier que

1, <z]=[Xi <z]Nn[Xy <z]N---N[X, <x].
(11) En déduire que la fonction de répartition de T,,, notée GG,, est donnée par G, (x) = (1 + e~ *)™".
(12) En déduire que, pour tout n € N*, pour tout = € R,

P(U, < 1) = (1 + em)_n.

n

(13) Soit x € R. Déterminer la limite de P(U,, < x) lorsque n — +00. On note G(x) cette limite.
(14) Montrer que G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité, que I'on notera
Z, et préciser une densité de Z.

Probléme 2 (*Facultatif)

On rappelle les résultats suivants :

e Toute famille de polynéme de degrés échelonnés est libre.
e Tout polynéme admettant une infinité de racines est le polyndéme nul.

Soit n € N*. On note A,, 'application qui & tout polynéme P de R,, [X] associe le polynéme
A, (P)=P(X+1)-P(X).
On pose
1 1

Partie I : Etude de A,,.

(1) Justifier que A, est un endomorphisme de R,, [X].
(2) (a) Montrer que (P, ..., P,) est une base de R, [X].
(b) Vérifier que :
An(Po):O et Vke[[l,n]], An(Pk):Pkfl'

¢) En déduire que Im(A,) =R, 1 [X] puis préciser rg(A,).
d) En déduire que Ker (A,,) est 'ensemble Ry [X] des polynomes constants.

)

n

(

(

(e) L’application A,, est-elle un automorphisme de R,, [X] 7
Dans le cas particulier ot n = 3, écrire la matrice M de Aj relativement a la base (Fy, Py, P, P3).

(3)
Partie II : Coordonnées d’un polynéme dans la base (F,..., P,).

Pour tout « € N*, on rappelle que

A=A o0---0A,.
—_——

1 fois
(1) Soit k € [1;n] et i € N*. Montrer que
’ P i1<k
NP=4,T L
0 sii > k.
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(2) Soit P € R, [X].
(a) Justifier qu'il existe des réels (ag, a1, ..., a,) tels que P(X) = >"7_, arPy(X).
(b) En déduire que pour tout i € [1;n]

AL(P)(X) = 3 ar P (X)),
k=0
(c¢) En évaluant I'expression précédente en 0, montrer alors que
P(X)=> A, (P)(0) P (X).
i=0

Partie III : Généralisation a R[X].

On note A I’endomorphisme qui & tout polynéme P de R [X] associe le polynome A (P) =P (X +1)—
P (X).

(1) Soit P € Ker (A).
(a) Montrer que pour tout k € N, P(k) = P(0).
(b) En considérant le polynome, Q(X) = P(X) — P(0), en déduire que Ker (A) est I'ensemble
Ry [X] des polynomes constants.

(2) Montrer que A est surjectif. On pourra utiliser la question 2c¢ de la partie I

Exercice sous Scilab

On rappelle que la commande grand(1, N, ’exp’, lam) permet de générer un échantillon de taille
N dont les composantes représentent des réalisations de variables aléatoires indépendantes de méme loi
normale £(lam).

On considére une variable aléatoire X — £(1) et la variable y = | X |.

(1) Recopier, compléter et exécuter les commandes

X=grand (1, , 'exp', 1);
Y= >

(2) Donner une valeur approchée de I'espérance m et de la variance de Y.

(3) Compléter les lignes suivantes afin de classer les valeurs de la série statistique Y dans une matrice
a deux colonnes dont la premiére représente les modalités (par ordre croissant) et la seconde les
effectifs correspondants et représenter le diagramme a batons des fréquences de la série statistique
Y.

U=tabul( , )
bar ( , , , 'black')
(4) Recopier, exécuter et interpréter les instructions suivantes
x=0:1length (U);
p=1-exp(-1);
G=p* (1-p)"x;
bar (x+.5, G, , 'yellow')



