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Exercice 1

Partie I - Etude de deux variables aléatoires a densité

Soit f la fonction définie sur R par
1
f(x) =4 In@2)(1+z)

0, sinon

si 0<z<1

(1) Montrer que f peut étre considérée comme densité d’une variable aléatoire X.
(2) Déterminer la fonction de répartition Fy de X.
(3) (a) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout = € [0; 1],
x
11z 7 +a
(b) En déduire que E(X) existe et que

(4) (a) Montrer que E(X (X + 1)) existe et que

1
" 2In(2)
(b) En déduire la valeur de E(X?) puis montrer que

~ 3In(2) -2
ViX) = 21n(2)2

E(X(X +1))

1
(5) On pose Y = — et on admet que Y est une variable aléatoire.

(a) Montrer que la fonction de répartition de Y est la fonction Fy définie par :

0, siz<l1

_ 1 1
Fy (x) 1—1(2)1n<1+—), siz>1
n X

(b) Veérifier que Y est une variable aléatoire a densité.
(¢) Donner une densité de Y.
(d) Etudier Iexistence de I'espérance de Y.




2 Lundi 20 Janvier

Partie II - Partie entiére d’une variable & densité

On note N la partie entiére de Y, c’est-a-dire que N = |Y'| est le plus grand entier inférieur a Y.
On admet que N est une variable aléatoire et on rappelle que :

VEeN", (N=k)=(k<Y <k+1).
(6) (a) Déterminer N(€2).
(b) Montrer que, pour tout entier naturel & non nul, on a :
1 (k+1)2
P(N=k)=—n|—%).
( )= ™ <k:(k+2)>
(c) En déduire, en remarquant que (k + 1)*> = k(k +2) + 1, que :

1 1
PN=k), ~., In(2) k2’

(d) En déduire que N n’admet pas d’espérance.

(7) On pose Z =Y — N et on note Fy la fonction de répartition de Z.

(a) Montrer que Z(2) = [0;1].

(b) Déterminer Fz(z) pour x < 0 et pour z > 1.

(c) Soit « € [0;1]. En utilisant la formule des probabilités totales avec un systéme complet
d’événements associé a la variable N, montrer que :

Fylz) = fp((k <Y <k+a))

Fy(z) = lné) (gln (1+%) “n (1+ kix)) |

(d) Soit N € N*. Simplifier les sommes partielles
- 1 - 1
Zln(l—l—g) et Zln<1+k+x>.
k=1 k=1

(e) En déduire que Z suit la méme loi que X.

puis que

Exercice 2

On considére dans cet exercice l'espace vectoriel £ = R3, dont on note B = (e1,e2,e3) la base
canonique. Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est la matrice :
(-1 2 1
A=-1-1 -1 =2
S\1 1 2
Partie A
(1) (a) Calculer A% puis vérifier que A® est la matrice nulle de M3(R).
(b) Justifier que 0 est 'unique valeur propre possible de f.
(c) Déterminer une base et la dimension du noyau de f.
(d) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

(2) Soient €] = (—1,—1,1), ¢4 = (2,—1,1) et e = (—1,2,1).
(a) Démontrer que la famille B’ = (€], €}, €) est une base de E.
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(b) Démontrer que la matrice représentative de f dans la base B’ est la matrice T' =

o O O
O O =
O = O

(3) On note h 'endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base B est la matrice
M définie ci-dessous
1[4 -2 -1
M=-|1 4 2
3\ -1 1

(a) Déterminer deux réels « et 5 tels que M = aA + 51, ou I est la matrice identité d’ordre 3.

(b) Déterminer la matrice M’ de h dans la base B'.

(c¢) En déduire que M est inversible.

(d) A l'aide de la Question (1) a, calculer (M —I)3. En déduire I'expression de M~! en fonction
des matrices I, M et M?.

(e) A l'aide de la formule du binéme de Newton, exprimer M™ pour tout entier naturel n, en

fonction des matrices I, A et A2

Cette formule est-elle vérifiée pour n = —1 7

Partie B

Dans cette partie, on veut montrer qu’il n’existe aucun endomorphisme g de E vérifiant go g = f.
On suppose donc par 'absurde qu’il existe une matrice V' carrée d’ordre 3 telle que :

VE=T
On note g 'endomorphisme dont la matrice représentative dans la base B est V.
(4) Montrer que VT'=T V. En déduire que go f = fog.

(5) (a) Montrer que g(e}) appartient au noyau de f.
En déduire qu'il existe un réel a tel que g(e}) = a €.
(b) Montrer que g(e}) — a €}, appartient aussi au noyau de f.
En déduire qu’il existe un réel b tel que g(e,) = b €] + a €.
(c) Montrer que :  fog(es) =go f(ey) =aey+bel.
En déduire que  g(e}) — a €5 — b €}, appartient au noyau de f.
(d) En déduire qu'il existe un réel ¢ tel que

V:

o O R
o o
QL O

(6) Calculer V2 en fonction de a, b et ¢, puis en utilisant 'hypothése V2 = T, obtenir une contra-
diction.

Exercice 3

(1) Soit N la fonction définie sur U'intervalle [0, 1[, & valeurs réelles, telle que :
N(@)=2>-2r—-2(1—-2)In(l —2).
(a) Montrer que la fonction N est de classe C! sur [0, 1].
(b) Montrer que pour tout z € [0,1[,ona: In(l —z) < —=z.
0

)
)
(c) Montrer que pour tout z € [0,1[,ona: N’ (z)<0.
(d) En déduire le signe de N sur l'intervalle [0, 1].
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(2) Soit f la fonction définie sur 'intervalle [0, 1] par

f(x):{ U ZY) Gy

x2 .
1, six=0

(a) Déterminer le développement limité en 0 a ordre 2 de In(1 — z).
(b) En déduire lim, ¢ f (z).
(c) En déduire que la fonction f est continue sur [0, 1].
N
(d) Montrer que f est dérivable sur |0, 1[ et que pour tout x € |0, 1[,ona: f'(z) = —2%.
(l—z
)

En déduire que f réalise une bijection strictement croissante de [0, 1[ dans [1, +-o00].

(3) On pose pour tout n € N* et pour tout = € [0, 1] :

6n (&) = exp (—”T“f ).

(a) Montrer, a l'aide de la question 2e, que pour tout = € [0, 1], on a :
na?
0 <gn(x) <exp (_T) )

(b) En déduire la convergence de 'intégrale fol gn () dz. On pose alors, pour tout n € N*|

1
I, :/ gn () dz.
0
(¢) Montrer que pour tout = € [0, 1],

In+1 (.Z')
gn()

(d) En déduire que la suite (1), - est décroissante.

(e) On note ¢ une densité et ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Rappeler la formule définissant ¢ puis dresser le tableau de variation complet de ® sur R
en précisant la valeur de ©(0).

(f) Montrer I'encadrement :

ogzng@(cp(ﬁ)_%).

On pourra utiliser la question 3a puis effectuer le changement de variable u = x+/n.
(g) Montrer que pour tout n € N* on a :

T
0<1I,</—.
- —V 2n

(h) Ecrire un programme en SciLab qui détermine une valeur de n pour laquelle 7,, < 107,

<1

(i) Déterminer & présent par le calcul une valeur de n pour laquelle 7, < 107'. On donne
507 ~ 157.08.



