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Exercice 1

Dans tout 'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considére la fonction f,
définie sur R par
fulx) = 2" 2™
(1) (a) Justifier que f,, est dérivable sur R et vérifier que

Vz € R, fi(z)=2""(n+ 1)z +n).

n

(b) En déduire, suivant la parité de n, le tableau de variations de f,.
(c) Montrer que dans tous les cas

Jn (_n—i-l) <2

(d) Calculer f,(1) et en déduire, suivant la parité de n, le nombre de solutions de I’équation
d’inconnue z

2" 4t = 2.

(2) On introduit les deux matrices A et D définies par

11 0 0
A-(1D) w oo (0 0).

(a) Déterminer une matrice P telle que AP = PD, ou P de la forme P = (; ;)

(b) Montrer que P est inversible et en déduire D en fonction de A, P et P71,

(3) On considére I’équation matricielle d’inconnue X matrice carrée de taille 2
(B,) X""'4 X" = A
(a) En posant Y = P~!X P montrer que X solution de (E,) est équivalent a Y solution de
(E,) Y™ +Y"=D.
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(b) Soit Y une solution de (E!). On pose

Y=(i g).

(i) Montrer que, si Y solution de (E), alors Y et D commutent.

(ii) En déduire que b = ¢ = 0.

(iii) Quelle sont les valeurs possibles de a?

(iv) Discuter, suivant les valeurs de n, le nombre de solutions de I’équation (E,).

¢) On note « la solution négative de I’équation numérique I'4+£L‘3 = 2. Déterminer les solutions
de 1’équation (Eg) a Daide de «.

Exercice 2

On considére un parameétre entier m > 2 et une variable aléatoire Y <— B(m, p) (ou p € [0;1]).

1 Rappeler les valeurs de l’espérance et de la variance de Y, puis a l’aide de la formule de Huy ens-
g
Koenig, montrer que

EY(Y —1)) =m(m —1)p°.

(2) On considére maintenant une premiére suite de variables aléatoires (U,,) telle que, pour tout
n > 1, U, suit une loi uniforme sur {0; %; ) "T’l}, c’est a dire que, pour tout [ € [0;n — 1],

Pl t) L
n n

et une seconde suite de variables aléatoires (X,,) définie conditionnellement:

n

Sachant que (Un = é) , X, —B (m, E) .
n

(a) Donner la loi de Xj.
(b) Soit n > 2. Montrer, a I’aide de la formule des probabilités totales, que, pour tout i € [0; m],

n—1 i m—i
1/m k k
P(X,=1)=— — 1—— .
=202 ) (-3)
(3) Utiliser la premiére question pour donner, sans calcul supplémentaire, la valeur de la somme
() () (-8
SV (BY (- By
: ? n n
=0

m(n —1)
2n
(5) En utilisant & nouveau la premiére question, donner sans calcul la valeur de la somme

() ()0

(2

(4) En déduire alors que
E(X,) =

(On citera le théoréme utilisé en justification.)
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(6) En déduire que

puis que

Exercice 3

Pour n € N*, on considére 1’équation
)
e +x—n=0.

(1) Montrer que I’équation admet une unique solution que l'on notera wu,,.
(2) Montrer que u,, tend vers +oo, lorsque n — +o0.

(3) On veut alors savoir a quelle "vitesse" la suite (u,) tend vers I'infini.
(a) Montrer que, pour tout entier n € N*,
up +In (1+ u,e™™) = In(n).
(b) Quelle est la limite de u,e™""?
(c) A laide de la limite usuelle In(1 + u)/u en 0, montrer que

1 In (1 ne U
n(n)zl_l_n( + upetn) o
Up Unp, n——+o00

On dit' que u, est équivalent & In(n) lorsque n — 400, ce qu’on écrira

Un o~ In(n).

ITout ceci sera détaillé dans le Chapitre 1 du cours de Seconde année



