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Chaque semaine, le planning se décompose entre certains exercices pour s’entrainer a rédiger si pos-
sible en temps limité (et qu'il faut donc renvoyer au format pdf en un seul fichier), des exercices
d’approfondissement (& discuter oralement sur Teams - en individuel ou par petits groupes), des ques-
tions classiques a savoir refaire en 10-15 minutes chrono. Libre & chacun d’étaler le travail a faire dans
la semaine; il est recommandé de faire 1h30 de maths chaque jour (et 1h30 d’une autre matiére).

Semaine 1 - Analyse

Exercice 1 (Questions classiques). Chaque question doit étre parfaitement maitrisée, en 15 minutes
mazimum. On les refera jusqu’a ce que ce soit le cas.

(1) Montrer que la fonction f définie ci-dessous est de classe C! sur R

ezx—’l, siz#0
fz) =

1, six=0

(2) Soit n € N*. On s’intéresse a la suite d’intégrales (1,,) définie par

“+o0
I, = / t"etdt.
0

Justifier la convergence et donner la valeur de I,. Montrer par récurrence, a 'aide d’une inté-
gration par parties, la convergence de I, et la relation I,, = nl,_ ;. En déduire ’expression de I,
en fonction de n.

(3) Montrer que, pour tout n € N, I’équation

"+ at4+4r—-3=0

a une unique solution z, sur R,. Vérifier que 0 < z,, < 3/4. En déduire que z]! — 0. Montrer
que (x,) est décroissante. En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.



(4) (10 minutes) A 'aide du changement de variable u = In(¢), donner un critére de convergence
(sur ) pour la convergence de l'intégrale

/+°° dt
o t(In())*

Exercice 2. (**) Montrer par récurrence et a 'aide d’une intégration par parties que

- n (—1)kl’k ) /x (ZL’ o t)n B
R T = —t —1)"t eldt.
VezeR, e ,;0 o + (—1) i e

Exercice 3 (A rédiger, temps indicatif: 50 minutes). Pour n € N*, on note

1 ,.n—-1
In:/ T A
0 1"‘1‘

(1) Justifier que la suite (1,,) est bien définie.
(2) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
(3) Montrer que, pour tout entier n € N* on a

1
]n—i-l +1I, = —.
n
(4) Etablir, pour tout entier n > 2
Leor, < Lo
n - “n—1

(5) En déduire un équivalent simple de I,, quand n tend vers l'infini.
(6) Calculer I.
(7) Montrer, par récurrence sur n € N*, que

L= (~1)" (i $ - ln(2)> .

k=1
(8) Compléter cet autre programme Scilab permettant cette fois de calculer et d’afficher la valeur

exacte de I,, oil n est entré par 'utilisateur
n=input('n=7")
I=
for k=2'n

I=
end
disp(I)

Exercice 4. (*/*¥)

(1) On considére la fonction g définie pour tout = élément de RY par g(z) = In(x) + 22 + 1.

(a) Etudier les variations de g et donner les limites de g en 0% et en 4o0.
(b) En déduire qu’il existe un unique réel a, élément de |0, 1/e[ tel que g(a = 0.

(2) On considére la fonction de deux variables réelles f définie par:

V(z,y) € RL xR, f(z,y) = z(In(z) + = + y?).

(a) Déterminer le seul point critique de f.
(b) Veérifier que f présente un minimum local, noté m, en ce point.
(c) Montrer que m = —a(a + 1)



Printemps 2020

Exercice 5 (A rédiger, temps indicatif: 1 heure 10 minutes).

On considére la fonction f et la suite (u,) définies par

v
o

flr) = 2T et {UZO

(1) Etude de f.

(a) Etudier les variations de f et préciser la nature de sa branche infinie.
(b) Résoudre les équation f(z) =z et f(z) > x.
(c) Tracer la courbe représentative de f et la droite d’équation y = x.

(2) Dans cette question on suppose que uy = 0.

(a) Vérifier que (u,) est bien définie.
(b) Montrer que la suite (u,) est croissante et majorée par 1.
(¢) Montrer que (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

(3) Dans toute la suite de 1’exercice on suppose que ug > 1.

(a) Vérifier que (u,,) est bien définie.
(b) Montrer que la suite (u,) est monotone.
(c) Etudier la convergence de la suite (u,) et déterminer sa limite.

Etude de fonctions auxiliaires. On définit les fonctions ch et sh par
i’ et shz)=2 2
2 2
(a) Exprimer la dérivées des fonctions ch et sh en fonction de ch et sh.
Montrer que, pour tout € R, ch(x) > 0.
Calculer sh(0) et déterminer le signe de sh(x).

ch(z) =

(b) En déduire qu’il existe un unique réel a > 0 tel que ch(a) = uy.

(a) Montrer que pour tout x € R,

2 (Ch <§>>2 — 1 =ch(x).

(b) En déduire que pour tout entier n

(¢) Montrer que

(d) Calculer sh'(0).
(e) En déduire les équivalences suivantes

sh(x) o~ T et ch(z) =1 ~ —.

(f) En déduire un équivalent de (u, — 1) quand n tend vers +oo.
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Approfondissement™***

On propose ici un exercice extrait d'une annale de 1'oral ’HEC.

Seit @ un nombre réel strictement positif.
On considére une suite réelle (1, )pen- dont tous les termes sont strictement positifs, et, pour tout n € N7,
on pose :

¢, = In(n"uy,)

On suppose que la série de terme général w,, est absolument convergente.

[

. Question de cours : formule de Taylor-Young.

|3+

. Soit f la fonction ¢t — In{1 +¢) — £.

a) Préciser le domaine de définition de f et donner un équivalent simple de cette fonction
au voisinage de 0.

1
b) En déduire que la série E f{=) est convergente.
n
n>1

- w
3. Démontrer que les séries E =L et E (wn)? sont convergentes.
n

n>1 n>1
1
4, a) Vérifier, pour tout n € N*, I'égalité: £, — 4, = f(wn - %) +w, +a j(;) '
b) En déduire la convergence de la série Z (3n+1 - én) .
n>l1
5. a) Justifier la convergence de la suite (£,)nen- -
A
b) En déduire I'existence d'un réel A >0telque: un ~ — -
n—+o00 12
9.4...(2
6. Déterminer la nature de la série Z 1—?% :

nzl



