Corrigé EML 2017 voie E : ( par L. FOUBERT et M. DUDOGNON )

EXERCICE 1

On considere la fonction f :]0; +oo[— R définie par : f(z) = e* —eln(x).

Partie I : Etude de la fonction f

1. (a) Les fonctions z — €” et x — In(z) étant deux fois dérivables sur ]0; +o0[ ,la fonction f l’est aussi.
On a pour tout >0 :| f'(x) =e® — £ |et | f(x) = e + 5 |

(b) Evidemment pour tout z > 0, on a f”(x) > 0 donc f’ est strictement croissante sur ]0; +oo[.
Ona:f’(x):em—go—z—oo (car%o—z—i-oo) ,f/(w):ex—%Jr—go+ooet fll)=et—e/1=0.
D’ou le tableau de variations de f’ :
T 0 1 400
f"(x) + +
f@) | —00 /0 / 400

2. Ona: f(x) =e* —eln(z) o +0o0o (car In(x) = —00) ,

f(x) =e"(1 - e.lne(f)) +—O>O +oo ( croissances comparées de In(z) et e®)

et f(1)=e! —eln(l) =e¢.

x 0 1 +00
Dot le tableau de variations de f :| f () - +

flx) |+o0 N\ e J +oo
3. En +o0,In(z) est négligeable devant e® donc f(x) o e® et f a une "allure exponentielle " en +oco . La
oo

courbe représentative de f :

graphe de f
160

120

100

20

60 -

20 4

4. (a) u est dérivable sur ]0; +oo et v'(z) = (f'(z) — ) = f'(x) — 1.
Et comme pour tout x > 0 : f’(z) = e* + 5 > ¢e* > 1 ,de plus on a v'(z) = f’(x) =1 > 0 sur
10; 4-00]. ‘ u est donc strictement croissante sur |0; +o0[. ‘

(b) u est continue et strictement croissante sur |0; +oo[ ,

ona limu(x)=—-occet lim u(x)= lim e*—<—2z= lim (1 --%5 — %) =400,
z—07t T—+00 T—+00 x 200 T.e e

donc ‘ u s’annule une et une seule fois dans ]0; +o00]. ‘

De plus : u(l) = -1 < Oetu(2) =e*—-§—-2>73-1,4-2> 0, donc la solution (notée

1



a par I’énoncé) des équations équivalentes u(z) = 0 et f/'(x) = z est dans l'intervalle |1;2[ . On a

bien

Partie 11 : Etude d’une suite, étude d’une série

On considére la suite réelle (uy,)nen définie par : ug = 2 et, pour tout n de N, upi1 = f(uy)
5. Les variations de f montrent que pour tout x > 0 : f(x) existe et f(z) > e .

Par récurrence :

e initialisation : Pour n = 0, on a bien ug = 2 qui existe et est bien supérieur ou égal a 2.

e hérédité : Comme uy, > 2 >0, upt1 = f(uy) est bien défini et up41 = f(u,) > e > 2

e conclusion : Pour tout n de N, u,, existe et u,, > 2.
6. (a) g est dérivable sur [2;+oo] et ¢'(x) = (f(z) —x) = f'(z) — 1.

Or f’ est croissante sur [2; +o00[ ,donc si x > 2 :

2,8

g’(x):f’(:c)—l>f’(2)—1262—§—1>7,3— —1=4,9>0.

‘ g est donc strictement croissante sur [2; +oo|. ‘

(b) g est croissante sur [2;+oo[ et g(2) = f(2) —2 > e —2 > 0 donc ,pour tout x > 2, g(x) > 0 et
flz) > x.

Or pour tout n de N, w,, existe et u, > 2 donc upt1 = f(un) = up.

‘La suite (up)nen est croissante.‘

7. La suite (uy)nen étant croissante , elle est convergente ou elle tend vers 400 .
Démontrons par ’absurde qu’elle n’est pas convergente :
Comme u, > 2 et upy1 = f(uy), si la suite (u,) admettait une limite finie L ,on aurait L > 2 et f
continue en L donc on aurait aussi f(L) = limf(u,) = lim(up4+1) = lim(u,) = L .
Comme d’apres 6.(b) , I’équation f(L) = L n’a pas de solution dans [2;+o00| ,une telle limite L n’est

pas possible , donc la suite (uy,)nen est divergente et on a donc liril Up = 00
n—-—+0oo

8. Programme en Scilab qui, étant donné un réel A, renvoie un entier naturel N tel que uy > A :

U=2 , N=0,

while U < A do
U = exp (U)—%exlog (U),
NN+ 1,

end

disp (N)

9.(a) @ 2In(z) <z : En posant h(z) =2In(z) —x, ona h'(z) =2/ —1 < 0 sur [2;+o0] .
Donc h est décroissante et pour tout x > 2 : h(z) < h(2) =2In(2) —2<2x%0,6 —2 < 0. cqfd.

xT

x
.:cg%: En posant k(m):x—%, onak’(x)zl—%<1— é < 0 sur [2;+o00] .
2
7,3
Donc k est décroissante et pour tout x > 2 : k(z) < k(2) =2 — % <2——= <0.cqfd.
x
On a donc démontré : Vz € [2;400[, 2In(z) <z < %.

(b) up+1 = f(uy) = e —ex*In(uy,).
D’apres ce qui précede : €' > 3 * u, et In(u,) < %4 donc —e xIn(u,) > —e x 4.
On obtient alors ,en ajoutant les 2 inégalités :
u, 6—e

un-‘rl:eun_e*ln(un)23*un_e*?:T*Un.



6—e

(¢) Comme Vn € N uyqq > up > 0, on a aussi :

1 2 1
0< < —
Up41 6—e u,

1 2 \" 1
On pourrait alors démontrer par récurrence que : ¥n € N,0 < — < ( > —
Unp, 6—e ()
n
1

Or , comme ) .— est convergente .

€] — 1;1[ ,la série de terme général (
6 U

— €

Par le théoréeme de majoration des séries , la série de terme général — est elle aussi convergente.
Up,

Partie III : Etude d’intégrales généralisées

1
10. f est continue sur ]0;1] ,donc l'intégrale / f(z)dz est impropre en 0.
0
Comme (zIn(z) — x)’ = In(z) ,on a pour tout a > 0 :
1

! 1
/a f(z)dz = /a e’ —eln(z)dr = [¢” —e.(zIn(z) — z)], =2.e — (e —e.(aln(a) —a)) — 2e—1.

a—07t

1 1
L’intégrale / f(x)dx est donc convergente et / flz)de =2.e—1.
0 0

11. En +oo, In(x) est négligeable devant e* donc f(x) o e’ >0.
o0

+oo “+oo
Et comme l'intégrale / e’dx est divergente (évident ?) , / f(x)dx est elle aussi divergente.
1 1

12. Premiere méthode : Pour montrer que / e mdw converge,on va chercher une majoration de f(lw),en
minorant f(z) . i
Grace au 9.(a),on a pour tout > 2 : e* > 61In(z) et —In(z) > —% ,
donc f(z) =e* —eln(z) = e* — e.% = Gge.e“ >0
On en déduit alors : 0 < . < 6 1 = 0 e "

fl@) S6—eer 6—ce

+00 too ]
Et comme l'intégrale / e “dx est convergente (évident 7) , / ——dx est elle aussi convergente.
2 2

f(z)
1 1
Deuxiéme méthode : Puisque f(z) ~ e*ona: — ~ — =¢e7 7
+00 () +oo e
1 —X
e
f(@) oo
1
— T et z +— e~* sont continues et positives sur [1; +oo[

f(x)

+oo
— / e “dx converge (peut se calculer facilement!!)
1

+oo 1
D’apres les criteres de comparaison, / ——dz est elle aussi convergente.
2

f(z)

Partie IV : Etude d’une fonction de deux variables réelles

On consideére la fonction F :]1;4+o00[>— R, de classe C2 sur I'ouvert |1; +oo[?, définie pour tout (z,y)
de ]1; +oo[? par :
F(z,y) = f(z) + f(y) —zy



13. Ona 01F(z,y) = f'(z) —y et O2F(x,y) = f'(y) — =,
donc (z,y) est un point critique de F' si, et seulement si, {

hF(z,y) = flx)—y=0
O F (z,y) = 0 flyy—z=0"

La différence de ces deux équations implique f(z) —y — f'(y) +x=0et f'(x)+ 2= f'(y) +y
Or pour tout x €]1;4+00[ , (f'(z)+ ) = f’(x) +1 > 0 donc la fonction x — f'(x) + = est bijective et
injective sur ]1; 4-o0[ : 'équation f'(x) + = = f'(y) + y implique donc que z =y .

f/()—x

Le systeme a résoudre équivaut donc a
=x

, dont 'unique solution est le point (a, ) , «

étant I'unique solution de f'(z) = x déﬁme a la question 4 de la partie I.
14. (a) On a 0f | F(z,y) = f"(z) , 03,F(2,y) = f"(y) et 07 F (x,y) = 95, F(x,y) = —1 .
f'la) -1
-1 fe))

La matrice hessienne de F' en («a,«) est donc H = (

(b) — Premiére méthode :
Le déterminant de H est det(H) = (f"(a))? —1>0 (car f"(a)) > 1).
Et la trace de H est tr(H) =2.f"(a) >0

H est donc une matrice symétrique qui admet 2 valeurs propres strictement positives (leur
produit est égale a det(H) > 0 et leur somme égale a tr(H) > 0) ,donc
F admet un minimum local au point (o, ) .

— Deuxieme méthode :
Cherchons les valeurs propres de H. Soit A € R. X est valeur propre de H ssi H — A\ est non
inversible. ,
Or, H—- )\l = (f (O_é)l_ A f,,(;)l_ )\). Ainsi, A est valeur propre de H ssi
(f"(@)=A)2=1=0% (f"(a) = A=1D(f"(a) = A+1) =02 A= f"(a)—1ou = f"(a) +1
Or nous avons démontré dans la partie I que pour tout x > 0, f”(x) > 1. Ainsi, H admet deux
valeurs propres strictement positives donc F' admet un minimum local en («, ).

EXERCICE 2

Partie I : Etude de a

1. e Montrons que a est linéaire. Soient o € R et P et ) deux éléments de F.
a(@aP+Q)=(aP+Q)—X(aP+Q) =(aP+Q)—X(aP' +Q)=a(P -XP)+(Q - XQ')
Ainsi, a(aP + Q) = aa(P) + a(Q).

e Montrons que a est & valeurs dans E. Soit P = a4+ 38X + vX? un polynéme de E.
a(P)=P—-XP =a+BX+vX? - X(B+29X)=a—-yX?2 € E.
Ainsi, ‘a est un endomorphisme de F ‘

2.(a) ea(l)=1-X.0=1

e a(X) = X X 1=0

o a(X?

a(X?) =X%2 - X2X = -X?
1 0 0
Ainsi, la matrice de a dans la base (1,X,X?)est: A=|0 0 0
00 -1
1 0 0 1 0
(b) rg(A)=dim| Vect ¢ [0 ]|,]|0f,] O =dim | Vect< |0 ]|, O = 2. ainsi, |rg(A)=2
0 0 -1 0 -1



3. A est une matrice d’ordre 3 et rg(A)=2 donc A n’est pas inversible et donc a n’est pas bijectif.

e Déterminons Ker(a) : Soit P = a + X + yX?
PcKer(a) ©a(P) =0 a—-7X?’=0&a=7=0
Ainsi, P = X et ‘Ker(a):Vect{X}‘

e Déterminons Im(a) :
m(a)=Vect{a(1),a(X),a(X?)}=Vect{1,0, —X?}=Vect{1, X?}
Ainsi, | Im(a)=Vect{1, X?}

Partie II : Etude de b

4. b est un endomorphisme de E donc b est bijectif ssi Ker(b)={0}. Soit P € E, P = a + X +vX2.
PeKer(h) & bP)=0
& P-P =0
& a+BX+9X%2-(B+29X)=0
& a-B+(B-29)X+1X2=0

a—pF=0
& B—2v=0
7=0

& y=pF=a=0
Ainsi, Ker(b) = {0} et b est bijectif.
De plus, notons g Papplication définie par : VQ € F,g(Q) = Q + Q"+ Q". g est un endormorphisme
de E et :
VP e E, (gob)(P)=gP—-P)=gP)—g(P)=P+P +P'— (P +P"+P"). Or P est un
polynome de degré inférieur ou égal & 2 donc P = 0.
ainsi, VP € E, (gob)(P)= P De méme, VP € E, (bog)(P)= P. Ainsi, g =b"".
On a alors : | Pour tout Q dans E, g7 1(Q) = Q + Q' + Q"

5. (a) Déterminons la matrice B de b dans la base (1, X, X?).
. b( )=1-— 0 =1
b(X) = X —
. b(XZ) X2~ 2X

1 -1 0
Ainsi, la matrice de b dans la base (1, X, X?)est: B= |0 1 -2
0 O 1

Cette matrice est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux :
ainsi, B et donc b admet 1 comme unique valeur propre.

(b) = {1}]
(b) Raisonnons par l’absurde : puisque 1 est la seule valeur propre de b, si b était diagonalisable, il
existerait une matrice P inversible telle que PBP~' = I ce qui impliquerait B = I ce qui est

absurde!
Ainsi, b n’est pas diagonalisable.

Ainsi,

Partie III : Etude de ¢

6. e c(l)=2X—(X2-1).0=2X
c(X) :2XX (X2-1)1=1+X?
. (XQ) =2X.X?2 - (X?2-1).2X =2X



Ainsi, |C =

o NN O

1
0
1

o N O

7. La matrice C' a deux lignes égales donc n’est pas inversible donc ¢ n’est pas bijectif.

8. (a) Déterminons les valeurs propres et les sous-espaces propres de C.
e Recherchons les valeurs propres de C. Soit A € R; A est valeur propre de C ssi C' — Al est non

inversible. Or,

-2 1 0
C—-X=|2 -Xx 2
0 1 =X

2 —A 2

0 1 -—A

-2 1 0

2 -\ 2

0 1 —A| Ly + 2Ls+ ALy

0 2—-22 2X

2 - 2

0 1 - L3+ L3 —(2— X)Ly
0 0 22+X(2-2)?)

Ainsi, A est valeur propre de C' ssi 2A +A(2—- X)) =0 A \4—- X)) =0 A=20u A= —2ou

A=0.

Ainsi Spec(C)={—-2;0;2}. C est une matrice d’ordre 3 et admet 3 valeurs propres donc elle est

diagonalisable.

e Recherchons les sous-espace propres de C.

— Recherche de Ej.
a
Soir X = | b
c
b

XebEhye(CX=05<¢ 2a+2c =

b

a

—a

0
0
0
1
Ainsi, X = | 0 | et|Ey =Vect 0

— Recherche de FEj.
a
Soir X = | b
c

XeEbE & (CX=2X <

b = 2a
2a +2¢ = 2b
b = 2c
a—b+c=0
—2a+b=0
b—2c=0
a—b+c=0
—b+2c=0 (LQ%L2+2L1)
b—2c=0
a=c

b=2c



10.

c 1
Ainsi, X = | 2¢ | et | Fo =Vect] | 2

c 1
— Recherche de E_».
a
Soir X = | b
c
b = —2a
XeFEF sy, (CX=-2X & 2a+2c = -—-2b
b = —2c
a+b+c=0
& 2a+b=0
b+2c=0
a—b+c=0
~ —b—2c=0 (LQ(—LQ—QLl)
b—2c=0
a=c
< b= —-2c
c 1
Ainsi, X = | —2c | et | Es =Vectq | —2
c 1
Conclusion : Compte tenu des recherches de valeurs propres et sous-espaces propres précédents,
-2 00 1 11
siD=|0 0 0|letR=|-2 0 2],alorsC=RDR™!
0 0 2 1 11
(b) La matrice C' est diagonalisable donc I’endomorphisme ¢ 'est aussi et ses valeurs propres sont -2,
0 et 2.
En traduisant les sous-espaces propres trouvés dans la question précédentes dans la base (1, X, X?)
on a:

Eo = Vect(1+ X?), FEy = Vect(1+2X + X?), E_5 = Vect(l —2X + X?)

Partie IV : Etude de f

. Soit Pe E, f(P)=(boa)(P)— (aob)(P).Or,

o (boa)(P)=b(a(P))=b(P—XP)=P—XP —(P-XP) =P—XP — (P —P — XP") donc
(boa)(P)=P—-XP +XP"
e (ach)(P)=a(b(P))=a(P—P)=P—-P —-X(P-P)=P—P —X(P' —P")donc (acb)(P) =
P—(1+X)P +XP"
Ainsi, f(P) =P —XP' + XP"—(P—(1+X)P'+ XP")=P'et|YP € E, [(P)=P'

On a alors, VP € E, (fo f)(P) = P" puis (fo fo f)(P) = P" =0; ainsi, f3 =0.

Or la matrice de f dans la base (1, X, X?) est la matrice BA — AB, puisque B est la matrice de b et
A celle de a.

Ainsi, f3=0= (BA— AB)? =0.




EXERCICE 3

On considere une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules rouges.

On effectue, dans cette urne, des tirages successifs de la fagon suivante : on pioche une boule au hasard,
on note sa couleur, puis on la replace dans 'urne en ajoutant une boule de la méme couleur que celle qui
vient d’étre obtenue.

Pour tout £ de N*, on note :
By I’événement : "on obtient une boule bleue au k-iéme tirage"
Ry I’événement : "on obtient une boule rouge au k-ieme tirage"

Partie I : Simulation informatique

1. Si r et b désignent les nombres de boules rouges et blanches dans 1'urne lors du k-ieme tirage , la

r
probabilité de tirer une boule rouge lors de ce tirage est P(Ry) = 5 et ’événement "rand() <=
r

r 7’ . 7 A 1 7
b“ est réalisé avec cette méme probabilité .
,

function s=EML(n)
b=1 // b désigne le nombre de boules bleues présentes dans 1l’urne
r=2 // r désigne le nombre de boules rouges présentes dans 1l’urne
s=0 // s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages
for k=1:n
x=rand ()
if x<=r/(r+b) then //si la boule tirée est rouge
r=r+1,s=s+1 // on augmente alors les nombres de rouges tirées et dans 1l’urne
else
b=b+1 // on augmente seulement le nombre de boules bleues dans 1’urne
end
end
endfunction

2. On répete ici 1000 fois 'expérience de 10 tirages , m compte le nombre total de boules rouges obtenues
et m/1000 le nombre moyen de boules rouges obtenues lors de 10 tirages. (ce qui sera noté E(S1g)

dans la suite du probleme.

20
On peut penser que F(S1g) ~ 6.66 (g)

Partie IT : Rang d’apparition de la premiére bleue et de la premiére rouge
On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiere boule bleue et la variable
aléatoire Z égale au rang d’apparition de la premiére boule rouge.

3. (a) Tout d’abord , comme il y remise de boules dans I'urne, il est clair que Y peut prendre toutes les
valeurs de N* . Et Vn € N* :

234 2+(n-2) 1
P([Y = =P(RiN...NR,_1NB,) =-."_-... :
([ =n]) (Fy B = s 3 =234 (= 1)
234 om0 2
345 n+1n+2 (n+1)(n+2)

Remarques :
— Pour la deuxiéme égalité ,les événements n’étant pas indépendants , on utilise la formule des
probabilités composées .



— pour tout k£ € [1;n — 1] ,on calcule Pr,n. AR, ;nrk—1 (Rk) en faisant le quotient du nombre de
boules rouges dans 'urne (2 + (k — 1)) par le nombre total de boules dans 'urne (3 + (k — 1)).

2 2
(b) Comme n.P([Y =n]) = WZL‘FQ) ot 0, la série qui définit E(Y) = ng*n.P ([Y =n])
est de méme nature que la série de Riemann > — ,c’est a dire divergente et donc

neN*T
la variable aléatoire Y n’admet pas d’ espérance et donc pas de variance non plus.

4. e Comme pour Y, il est clair que Z peut prendre toutes les valeurs de N* . Et Vn € N* :
123 1+ (n—2) 2
345 ‘2'é3+ (n—2)"3+(n-1)

P(Z=n]) =P(BiN...0B,_1NR,)
123 -1 2

345  n+1n+2  nan+Dn+2)
4 4
e Comme n.P([Z =n]) = . 1;l(n+ % fodie e 0, la série qui définit E(Z) = ng\]*n.P ([Z =n))

est de méme nature que la série de Riemann > —
neN*T
la variable aléatoire Z admet une espérance .

c’est a dire convergente et donc

4n?

e Par contre, n?.P ([Z =n]) = o PO 3 P fodiiibe 0, donc la série qui définit E(Z?) =
1

> n2.P([Z =n]) est de méme nature que la série de Riemann . — ,c’est & dire divergente et

neN neNx T

donc

la variable aléatoire Z n’admet pas de variance .

Partie III : Nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages

On définit, pour tout k£ de N*, la variable aléatoire X} égale a 1 si on obtient une boule rouge au
k-ieme tirage et égale a 0 sinon.

On définit, pour tout n de N*, la variable aléatoire .S,, égale au nombre de boules rouges au cours des
n premiers tirages.

5. De fagon classique, X}, étant le nombre de boules rouges tirées (0 ou 1) au k-ieme tirage et S, le

k=n
nombre total de boules rouges tirées au cours des n premiers tirages : S, = > Xj.
k=1

6. La variable aléatoire X; suit une loi de Bernoulli de parametre P(X; = 1) = P(R;) =

Wl Wl N

Wl N

2 2
Comme | X; suit B(g) , son espérance est donc F(X;) = 3 et sa variance V(X;) =

7.(a) On a (X1, X2)(Q) = [0;1]?,

P ((X1,X2) = (0,0)) = P ((B1, Ba)) = %Z — é
P ((X1,X2) = (0,1)) = P((B1, Re)) = é% _ é
P (X1, X2) = (1,0)) =P (R, Bo) = -y = <
P (X1, X2) = (1L1) =P (R, Ro) = .5 =



(b) La variable aléatoire X5 suit aussi une loi de Bernoulli dont le parametre est :

1 1 2 2
P(Xo=1)=P((X1,X2) =(0,1)) + P ((X1,X2) = (1,1)) = 5 + 3= 3 Xy suit B(§)
11 1 1
(¢) Comme P (X; =0).P(X;=0)= 33- 9 et P ((X1,X2) =(0,0)) = G
les variables aléatoires X; et X5 ne sont pas indépendantes.

8. Soit n € N* et k € [0;n].

(a) Comme précédemment , en utilisant la formule des probabilités composées :
234 2+(k—-1) 1 2 1+ (n—1—k)
P(RiNn...NRxNBrr1N...N By ———..
(7 Bk ) =315 "3+ (k—1)3+kd+k 3+(n—1)
2234 24(k—-1) 1 2 I+(n—1-k) 2(k+1)l(n—k)!

T 2345 3+ (k—1)3+kd+k T 3+ (n—1) (n+2)!

(b) L’événement (S,, = k) se réalise lorsque sur n tirages , il apparait k boules rouges et n — k boules
blanches, dans un ordre indéterminé .

e Pour calculer la probabilité d’avoir k boules rouges et n—k boules blanches dans un ordre déterminé
, on ferait un calcul analogue au précédent pour obtenir finalement le méme résultat qu’au (a) (car
le dénominateur est déterminé par les nombres successifs de boules dans 'urne et le numérateur
correspond au nombre de boules blanches ou rouge au cours des n tirages : ce sont les mémes qu’au
(a) dans un ordre différent),on a donc finalement :

2(k + 1)l(n — k)!

P (k rouges et n — k boules blanches, dans un ordre déterminé) = (n+2)
n !

e (S, = k) est donc la réunion disjointe d’ événements incompatibles de méme probabilité. Chacun
de ces événements correspondant aux s d’apparition des k boules rouges et des n — k boules
blanches,il y en a donc autant que de manieres de placer k¥ "R" parmi n places possibles ,c’est a

dire ().
o Finalement : P ([S, = k]) = Z P(RiN...NRyNByi1N...N By,
‘ B n! 2k+Dln—Fk)!  2(k+1)
etdonc: P(Sn=K) = o =™ mral mrDmLd)
9. Pour tout n de N*,S,,(2) = [0;n] ,donc S,, admet une espérance et : E(S,) = i kP ([Sn = K]).
k=0
. 20k + 1) p P k=n ,  k=n
Done B(5u) = k-0 50 = i e ) = o) (Ef *EO’“)'
. B 2 nn+1)2n+1) n(n+1)\ 2 n(n+1) /(2n+1)
Soit E(Sh) = (n+1)(n+2)'< ((6 | (Jr( 2) ) "t Dn+2) 2 ( 3 H)
. _ - 2 nin+1 2(n+ 2 _ 2n
Finalement : E(S,) = CES O N ( 3 ) =3

10. (a) Vk € [0;n], Pig,—p ([Xnt1 = 1]) est la probabilité de tirer au n + 1-itme tirage une boule rouge
dans une urne qui , apres n tirages ayant amené k rouges , contient n + 3 boules dont 2 + k sont
rouges .

k+2
Onad bi Pro 1 ([X =1) = .
n a donc bien (Sn=k] ([Xn+1=1]) m——
(b) La formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements ([.S,, = k])ke[[o;n}]

fournit :

P (X = 1) = £ Pls, o (Xosr = )P (S, = k)
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11.

12.

13.

k=nlk + 2 1 k=n k=n
P (D = 1) = £ 2P (5, = k) = (EJ“'P (15 = )+ 5 2P (150 = k]))
P (s =1]) = = (B(S5y) +2) = Lo+ 2

2n
(¢) Xy41 suit une loi de Bernoulli et ,puisque E(S,) = 3 son parameétre est :

E(S,) +2 %42 26 9
P =1 == == 3 = ni3 3

2
On remarque que : |Vn € N* | X, suit une loi de Bernoulli de parametre —

Partie IV : Etude d’une convergence en loi

On s’intéresse dans cette partie a la proportion de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages.

On pose, pour tout n de N*, T, = —.
n

Soit n € N*. S,,(2) = [0;n] donc T,,(R2) = {0,
Ainsi,

Ve<0, P(T,<z])=0, et: Ve>1 P(T,<z])=1
Soit = € [0;1] et soit n de N* :

2(k+1) .
P(T, <z]) =P([S, <nz|) = P([|S, =k]) = ————~— d’apres le résultat de la question
([ <o) =P (S0 <nel) = 3 P(Sa = K) = 3 20ty
8. (b) de la partie III.
Ainsi,
9 [nz] 9 |nz]+1
P (T, < = )="+—"+—— i (ch "indice j = 1
([T < 7)) CERCES) kz:%(k—i— ) CERCES) Jz:; j (changement d’indice j =k + 1)
uu 1
Or, Zj = m(mz—i—) donc, avec m = |nx] + 1 on obtient :
j=1
2 nx|+1)(|nz] + 2
P (T, < a]) = (lnz] + 1)(Inz] +2)
(n+1)(n+2) 2
1 2
Conclusion : P([T,<z]) = (Lna(ci&—:_ 1)) ((?ianQ)—i_ ) si @ € [0;1]

Soit n € N*. La fonction de répartition de T, est donnée par :

0 si <0
P ([T, < 2]) = Q”ﬁig&”jg 2 G e .
1 si x>1

(lnz] +1) ([nz] +2)
(n+1)(n+2)
([nz] + 1) ([nz] + 2) _ (lnz] +1) (|nx] +2)
(n+1)(n+2) (n+1)  (n+2)

(|nx| +1) N |nx]

Etudions la limite de

lorsque n tend vers 400 :

Or,
' (n+1) 400 n
1 |nx|
Et pour tout z € [0;1], nr—1< |nz|]<nr=z——< <z
n n
1
Ainsi d’apres le théoreme de I’encadrement, lim M =zet lim M =z
n—+oo N n——+o0o (n + 1)
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(|nx| +2)

De méme, lim ——— ==z
n—+oo (n + 2)
0 si z<0
Ainsi,| lim P ([T, <x]) ={ 2% si x€0;1] | Notons G(x) cette fonction. Il reste a prouver que

—+ :
e 1 si z>1

G est la fonction de répartition d’une variable a densité.

G est continue sur |—o0; 0[, ]0; 1] et |1; +00[. De plus, li%l G(x) =0=G(0) et lim+G(3:) =1=G()
z—0~ z—1
donc G est continue sur R.

G est de classe O sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.

[ ]
e (G est croissante sur R.
o lim G(z)=1et li)I_n G(z)=0

T—r+00
Aini, G est la fonction de répartition d’une variable & densité dont une densité est

) 2z i z € [0;1]
g(ac) o { 0 sinon

‘ (T,)nen+ converge en loi vers une variable a densité dont la fonction de répartition est G' et une densité est g |.
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