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Exercice 1

Cet exercice provient du sujet EDHEC 2011.

On désigne par E l'espace vectoriel des fonctions polynémiales de degré inférieur ou égal a 2 et on
note B la base (eg, e1, ) de E, ot pour tout réel z, on a : ey (x) =1, e; (z) = z et ey (1) = 2°.

On considére 'application, notée f, qui & toute fonction polynémiale P appartenant a E associe la
fonction polynémiale f(P) définie par :
Ve €R, (f(P))(z) =22P (z) — (2 — 1) P' ().
(1) (a) Soient P, deux éléments de E et A, n € R. On observe que

FOP +pQ)(z) = 2x (AP +pQ) (z) — (2% = 1) (AP + pQ)' (2)
= 202 P(2) + 2uzQ(z) — M2® — 1) P'(2) — p(z* — 1)Q' ()
= A(2zP(z) — (" = 1)P'(2)) + p (22Q(z) — (2° — 1)Q'(x))
= M(P)(@) + pf(Q)(z)

et f est bien linéaire.

(b) On utilise la définition de f
fleo)(@) = 2zeo(w) — (a* — Deg()
= 2z
= 2e(x),

flen)(@) = 2wei(x) — (2% — 1)ej(x)
= 222 — (P - 1) x1=2"+1
= ey(x) + ep(x)
et
flea)(w) = 2wes(w) — (2% — 1)ey(w)
= 22° — (22— 1) x (22) =22
2eq ()
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Ainsi, les images par f des trois vecteurs de la base canonique de E sont combinaisons
linéaires de eg,e; et ey. Par suite, tout élément de E, lui-méme combinaison linéaire de
g, €1 et ey aura pour image par f, car celle-ci est linéaire, un élément encore combinaison
linéaire de eg, e; et es donc élément de E; f est donc un endomorphisme de E. Sa matrice
dans la base canonique est alors

A:

oo
—_ O
oo

L’'image de f est engendrée par les vecteurs qui forment les colonnes de A. Comme la
premiére et la troisiéme colonne sont les mémes, on peut ne garder que les deux premieére et
remplacer la premiére colonne par la moitié de celle-ci. Ainsi,

0 1 0 1
Im(f) = Vect 21;10 = Vect 1];10 = Vect (e1; ep + €2) .
0 1 0 1

Ces deux vecteurs sont clairement non colinéaires; la dimension de I'image (et donc le rang
de f) est donc égale a 2. Par le théoréme du rang, il suit que

dim(Ker(f))=3-2=1,
en particulier 0 est valeur propre de f.
On pourrait résoudre AX = 0 pour trouver une base de Ker(f), mais remarquant que

f(eo) = f(ea), on peut en déduire que f(eg — e2) = 0 et que ey — ey € Ker(f). Ce vecteur
étant non nul et la dimension du noyau étant déja connue et égale a 1, il en forme une base.

Ker(f) = Vect(eg — e2).
Le calcul donne

A3 = = 4A

o o
SO
o oo

-+

ce qui permet d’écrire que A>—4A4 =0 e
est un polynéme annulateur de A.

d’en déduire que le polynome X3 —4X = X (X?—4)

Le polynoéme a trois racines qui sont 0, 2 et —2 et qui sont donc les valeurs propres possibles
pour A. On sait déja que 0 est valeur propre. On vérifie donc pour les deux autres qu’elles
le sont en résolvant les équations correspondantes.

e Pour A =2
—2z+y = 0
AX =2X — 20 —2y+22 = 0
y—2z = 0
z = x
y = 2z
T 1
<— X=|2z]| =22
T 1

L’équation a des solutions X non nulles; 2 est bien valeur propre de f et on peut écrire

Ey = Vect(eg + 2e1 + €3).
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e Pour A\ = -2
2c+y = 0
AX = 22X <— 20+2y+22 = 0
y+2z = 0
z =z

y = —2z
T 1
= X=|-2z)=2|-2
T 1

L’équation a des solutions X non nulles; —2 est bien valeur propre de f et on peut
écrire
E_5 = Vect(eg — 2e1 + e3).
Comme f admet trois valeurs propres distinctes, on peut conclure que f est bien diagonal-
isable.

(c¢) On voit tout de suite, car on connait une base de Im(f),

€o+2e1+e2=1x(eg+e2) +2x e €Im(f) = FEy = Vect(eyg + 2e1 + e3) C Im(f).
et

ep— 261 +e3=1x(eg+e) —2xe; €Im(f) = E_o = Vect(eg + 2¢1 + e3) C Im(f).

Exercice 2

Cet exercice provient aussi du sujet EDHEC 2011.

2 [Tt
On considére la fonction f définie sur RT par f(z) = °

1
- six=0
2
(1) (a) Par croissante de la fonction exponentielle, si 0 < ¢ < z, on a
1<ef<e® = 2<e'+1<e"+1
1 1 1
< < —
ec+1 " et+1 7 2
(b) En multipliant par ¢ ’encadrement précédent, on obtient
t t t
< < —
ec+1 " et+1 7 2
Par positivité de 'intégrale, il suit que

2 Tt T otdt Tt
_r :/ _dtg/ g/—dt:xz.
2(e” + 1) o et +1 o et+1 0 2

En multipliant par 2/2%, on a bien

1 1
< < -
a1 /@ =3
(c) Les deux termes qui encadrent f(z) tendent tous deux vers 1/2 en 0. Par le théoréme des
gendarmes,
1

lim f(z) = 5 = (0),

z—0t
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et f est bien continue (& droite) en 0.

La fonction

D=
4 el +1

est continue sur R, . Par le théoréeme fondamental de ’analyse, la fonction

* t
:B+—>/ - dt
0 €+1

est alors la primitive de ¢ qui s’annule en 0. A ce titre, elle est bien str C* sur R,. De plus,
la fonction

2
T = ?
est aussi C' sur R* comme multiple de l'inverse d’un polynéme qui ne s’annule pas. Par
produit, f est bien de classe C' sur R%. De plus,
4 [* 2 x
"(z) = —— dt + — x
fz) 3 J, et+1 2 et +1
B 4 / Tt dt + 4 " x?
w3y et 3 2(e*+1)
4

ol on a posé
= dt — —.
9(@) A e+ 10 2em + 1)

On commence par dériver g

x 4a(e® + 1) — 2z%e”

/
9@ = G5~ A(e" +1)?
dr(e® +1) — dx(e® + 1) + 4a2e”
- A(e® + 1)2
r2e”
= @y

quantité strictement positive sur R7 . Ainsi g est strictement croissante sur RY. Etant clair
que g est continue sur R, (les mémes arguments que pour le caractére C* de f s’appliquent),
g est en fait croissante sur R;. Comme ¢(0) = 0, on peut conclure que g(x) > 0 pour tout
x € Ry. Il suit alors que

, 4

et f est (strictement) décroissante sur R, .
Observant que
t
<le=e+l>te=e>t-1
et +1

on peut par exemple voir que, pour tout £ > 0

-‘rootk

t

e —g k!>1+t>t 1.
k=0
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(b) Par positivité de l'intégrale, I'inégalité précédente donne

€T t €T
og/‘t (ﬂg/m&:x
0 €+1 0

puis, en multipliant par 2/z?,

0< f(z) <

SHENS)

Les deux termes qui encadrent f(x) tendent vers 0 lorsque z — +o00, par le théoréme des
gendarmes, on peut conclure que

lim f(z)=0.

r—r-+00

Exercice 3

Cet exercice est inspiré du sujet ESSEC 2009.

Dans cet exercice, on considére un n—échantillon (Xy, ..., X,,) d’une variable aléatoire suivant une loi
de Poisson de parameétre ¢ inconnu (6 € |0, +oco[). On souhaite estimer le paramétre exp (—6).

k
On note, pour k € [1;n], S, = ZX"’ puis on définit, pour tout ¢ € [1;n], la variable aléatoire Y;

par

(1)

i=1
1, siX;=0 — 1¢
Y, = { 0. sinon , etonnote Y, = - Z;Y;

D’aprés le cours, la somme de variables indépendantes suivant des loi de Poisson est encore une
loi de Poisson dont le paramétre est égal a la somme des parameétres des variables sommeées.
Ainsi,

S < P(k6).

Chaque variable Y; est clairement une variable de Bernoulli dont le paramétre est

Toujours d’apres le cours, nY,, est une somme de variables de Bernoulli indépendantes et de
méme parameétre, c’est donc une loi binomiale

nY, — B (n, 6_9) .

Il suit que

E(nY,) =mne™",
puis, par linéarité de 1'espérance
EY,) =¢",

et Y, est bien un estimateur (en tant que fonction de I’échantillon et qui ne dépend pas de )

sans biais de e~?.
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(3) L’estimateur étant sans biais, son risque quadratique est égal & sa variance. On a alors, d’aprés
les formules du cours sur la variance d’une binomiale et avec les propriétés de la variance,

"V = V(V) =V (1 < n?n)

n
J - ne (1 —e?)

A

e f(1—e)

B n

Le risque quadratique de Y, tend vers 0: c’est donc bien un estimateur convergent de e~?.

(4) On utilise la définition de probabilité conditionnelle
P(S,=jNnX;=0)

Pis,=j(X1=0)

P(Sn = J)
_ PXy=0Nn>Y",X;=17)
P(Sn = ])
Or, par le lemme des coalition, X; et ZXZ- sont indépendantes, et, pour la méme raison que
=2
précédemment,
> Xi = P((n - 1)0).
i=2
Il suit que
P(Xy = 0P}, Xi =)
Pgs _1(X;=0) = =
[Sn—]}( 1 ) P(Sn — j)
¢0¢~(n-1o (1)
o efnG(n_e)j

7!

- =)

ce qu’on voulait.
1\ %"
On introduit alors, pour n € N*, I’estimateur 7}, = (1 — —) )

(5) D’aprés le théoréme de transfert,

1\
T, admet une espérance <= E (1 — —) P(S,, = k) converge .
n
k>0

Or,

e [ —
k
= ¢ ™ {(1 — %) n@] X %

et on reconnait le multiple du terme général d’'une série exponentielle convergence de paramétre

()
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Ainsi, T,, admet une espérance et
+o00 1 k 1
E(T,) = ™ 1—=)nf| x—
) = ™) IGHEIRS:

- (1))

= exp(—0).

et T, est encore un estimateur sans biais de exp(—6).

(6) Toujours d’aprés le théoréme de transfert,

T,, admet une variance <= T2 admet une espérance

1\ 2
= Z (1 - 5) P(S,, = k) converge .

C’est encore une série exponentielle, cette fois de paramétre

2
(1 — l) nb.
n

Ainsi T}, admet une variance, son moment d’ordre 2 vaut

E(T?) = exp(—nb)exp ((1 — %>2n9)
N

Par la formule de Konig-Huyguens, on obtient alors

V(T,) = E(T,)-E(T,)

0
= exp <—2«9 + —> — exp(—0)?
n

et (e (2 1),

Comme 6/n — 0, ¢’/™ —1 — 1 et V(T},) — 0. Comme T, est un estimateur sans biais de

—0

e~ ", son risque quadratique est égal a sa variance et tend donc vers 0; c’est encore un estimateur

convergent.

(7) On souhaite comparer les performances de Y, et T}, en tant qu’estimateurs de exp (—6).

(a) La fonction exponentielle est de classe C* sur R et a fortiori sur [0;6]. Sa dérivée est encore
la fonction exponentielle qui admet pour minimum 1 et pour maximum exp(#) sur [0;6].

Ainsi, par I'inégalité des accroissements finis sur ce méme intervalle
1x (0 —0) < exp(d) —exp(0) < (6 —0)
ou encore
0<el—1<e%.

En divisant par # > 0, on a bien

| < exp (0) — 1

< 7 <exp (6).
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(b) La fonction h (dont la variable est ¢ et pas 6, attention!) est bien dérivable sur [0 : 1] comme
combinaison de fonctions usuelles dérivables sur ce méme intervalle. Pour ¢ € [0;1], on a

-1
h'(t) = 69—1—96t9:Q(6 7 —ew)

On a donc

1 o1
(Observons que l'inégalité du (a) permet de voir que
1
to < =In(e?) =1

0
et donc ¢y € [0;1]). Notant

M = hto) :h(%ln (66;1»,

on a les variations de h

1 (t) + 0 -
M
' 0 / \ 0

En particulier, pour tout ¢ € [0;1],

h(t) > 0.
(c) En utilisant I'inégalité précédente avec t = 1/n, on obtient

0 6 _
e——i—(l—l)—exp(g)20<:>exp(€)Se—%—(l—l):e}(p(m—l—n 1,
n n n n n n n n

ce qu’on voulait.
(d) L’estimateur le plus performant est celui au risque quadratique le plus petit. On a

r(Y,) = M, r(T,,) = exp(—20) (exp <%> - 1) .

n
D’aprés ce qui précede,
eXp(g)_1§exp(9)+n—1_1_exp(6) 1_exp(6’)—1'

n n n n n

Mais alors

()= (e (1) ~1) g et (SO0 G G0 S

n n

et T), est donc plus performant que Y.

(8) Simulation informatique.

(a) 1l faut dans les deux cas générer une matrice aléatoire X dont chaque coefficient est la
réalisation d’une variable de loi de Poisson de paramétre 6. Il manque donc a chaque fois

X=grand(m, n, 'poi', theta)
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(b) T est clair qu’il s’agit de réalisation des estimateurs Y, et 7,. Reste & savoir qui est
qui. Déja, les valeurs semblent se concentrer autour de la ligne en rouge qui est la droite
d’équation y = e~2 or les deux estimateurs sont censés donner des estimations de e=?, on
peut donc penser que § = 2. Les losanges sont moins dispersés que les + laissant penser
qu’ils représentent le meilleur estimateur, a savoir 7;,. Ce qui donne:
n= ; m=
theta=
M=estimateur! (theta, m, n)

T=estimateur? (theta, m, n)

plot2d(M, style=-1) //-1 donne des +

plot2d(T, style=-4) //-4 donne des losanges

plot2d(0:m, exp(-2)*ones(l, m+1), style=5) //5 donne une ligne brisée rouge

Probléme

Partie I - Formule de sommation par parties et critére d’Abel

Soient (a,) et (b,) deux suites. On note,

Bn = Zn: bk et Sn = Zn:akbk
k=1 k=1

(1) L’idée principale de cette question est d’observer que
by = By, — Br—1, k2>2.
et que by = B;. Ainsi,

n

Sy = Z agby = arby + Zak(Bk — Bj_1)

k=1 k=2
n

= a131 + ZakBk - Z akBk_l
k=2 k=2

n n—1

= Z ap B, — Z ag1 By, (changement d’indice)

k=1 k=1

= Gp1Bn — Z By(ar — ags1),

k=1

ce qui est bien la formule attendue.

(2) Supposons donc que
* La suite (a,) tend vers 0;
* la suite (B,,) est bornée;
* la série D (ar41 — ax) converge absolument.

On peut alors déduire que

e la suite (a,B,) converge vers 0. En effet, comme (B,,) est bornée, il existe M > 0 tel que,
pour tout n € N, |B,,| < M. Il suit que, pour tout n € N

_Man S a'an S Man
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et par le théoréeme des gendarmes, a, B, tend bien vers 0;

e La série > Bp(ay — agy1) converge (absolument). En effet,
|Be(ar, — apy1)| < Mlagy — ag

et comme par hypothése la série Y (ar—ay1) converge absolument, le critére de comparaison
pour les séries a termes positifs permet d’affirmer que la série Y By(ar — ar+1) converge
absolument et donc converge.

Ainsi, la somme partielle S,, admet une limite finie, ce qui est la définition d’une série conver-
gente.

Partie II - Semi-convergence d’une série par le critére d’Abel

2
On consideére la série Z(—l)"\/ﬁln (n i ) .

n

(3) On énonce les formules des DL en 0, a 'ordre 2, qu’on connait sur le bout des doigts:

2 2

ln(1+u):u—%+o(u2), et \/1+u:1+g—%+0(u2).

(4) On commence par réécrire la quantité dans le log.

a, = \/ﬁln<”;‘2)
= \/ﬁln<1+%>
A e()

L ()

n

2
T, n — +00.
n
(5) Comme

n-+2 2
O e | e
n vn

le critére d’équivalence (en comparaison a une série de Riemann divergente) permet d’affirmer
que la série ne converge pas absolument.

(6) On utilise les DL rappelés ci-dessus.

2 1 2
Qp — Qi1 = \/ﬁln(l—f——)—\/ﬁ 1—|——ln(1—|——>
n n

n+1

\/ﬁ(ln(l—l—%) —mln(HniJ)
- vt () - (et () (@ -t (9)
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2 2 1 2 2 1
Up =Gy =  Vn|=——— - + +o—
n )?

n? nn+1) n+1 (n+1

(

- Vil e ()
(
(

n(n1+ T n22(n_+47;)2 o (%))

ey )

(7) On vérifie que les hypothéses du critéres sont bien satisfaites:

e Comme a, ~ 2/4/n, on a bien que a,, — 0;
e La suite (B,,) est bornée. En effet

o 0, sin est pair
_ _1\k — )
Bn = ;( 1) { 1, sinon.

Donc |B,| < 1;
e La série > (ay — ag,1) converge absolument. En effet,

1
|ak - ak+1| = Qg — Q41 ~ k:—\/E

et par équivalence avec une série de Riemann convergente, on a bien la convergence.
Tous les critéres sont satisfaits, la série considérée converge.

Partie III - Partie entiére et partie décimale d’une variable gaussienne

On dit qu’une variable aléatoire a valeurs dans Z admet une espérance si et seulement si les deux

séries de termes généraux respectifs nP(X = n) et nP(X = —n) convergent. Dans ce cas,
= 1l kP(X — i kP(X
Jm Z i Z

Soit T" une variable aléatoire normale centrée réduite, on pose X = |T'| et Y = T — X. Dans toute
cette partie, on note ® la fonction de répartition de 7. On donne

1
o <§> ~ 0.6915, et O(1) ~ 0.8413.

(8) T prend ses valeurs dans R tout entier donc X = |7T'| prend ses valeurs dans Z. Soit k € Z
P(X=k) = P(|IT|=k)=Pk<T<k+1)
= P(T<k+1)—P(T <k)
= Pk+1)— (k).
(9) Soit x € R. D’apres les propriété de symétrie de la densité de T', on sait que
O(—z)=P(T'<—2)=P(T>z)=1-PT <z)=1—-(x).
Soit alors k € Z, d’apreés la question précédente,

P(X = —k)=®(—k+1)—D(—k)=1— 0k — 1) — 1+ (k) = d(k) — (k — 1) = P(X =k — 1).
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(10) Soit k € N. On sait que ® est de classe C! sur R et a fortiori sur [k; k + 1]. On a de plus,

1 2 1 2
Vo € |k, k+ 1], o’ — 72 < —k?/2.
rel | @) \/ﬁe _\/ﬁe

Ainsi, par I'inégalité des accroissements finis, on obtient bien
1 2 1 2
O(k+1) — (k) = |®(k+1) — D(k)| < —e "2k +1—k| = —eF/2
(k1) = (k) = 000k + 1) = $(b)] < —=e 2k 1~k = ——

(11) Pour que cette espérance existe, il faut que les deux séries de termes généraux respectifs kP(X =
k) et kP(X = —k) convergent.
e D’aprés la question précédente

1
V2T

Or, il est relativement clair, par croissance comparée, que

ke_k2/2:o(1), k — +oo.

ke %2,

0<kP(X =k) =k (®(k+1) — d(k)) <

k2
Par comparaison (pour des séries a termes positifs) par négligeabilité a une série de Rie-
mann convergente, on peut conclure a la convergence de la premiére série, de terme général

kP(X = k).

e D’autre part, avec ce qui précéde,

k,e—(k—l)?/;

1
0 BP(X = k) = FP(X = b= 1) = K (2(k) = ®(k = 1)) < ——

Pour le méme argument que précédemment, on a a nouveau convergence de la série de terme
général kP(X = —k).

On peut donc conclure que E(X) existe.

(12) (a) On reprend les notations de la Question (1) de la Partie I, en posant
Bi=k,  ap=P(X=Fk-1),

(avec évidemment by = 1), ce qui donne

3

n

KP(X =k)—P(X =~k) = Y KPX =k -PX=k-1)=Y_ Buar — a))

= app1By— S, =nP(X =n)—- Y P(X =k-1)

= n(®n+1)—®n))— ) (Pk)—2(k—-1))
= n(®(n+1)—d(n)) — (n) + ¢(0) (par télescopage),

ce qui est bien la formule attendue.
Y k(P(X =k)— P(X = —k)) =n(®(n+1) = B(n)) + &(0) — O(n).
k=1

(b) Par 'inégalité obtenue a la Question (10), on a

1 —n2)2
0<n(@n+1)—o(n)) < \/ﬁne
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Or, toujours par croissance comparé, ne " /2 — 0. Par le théoréme des gendarmes, il suit
que
lim n(®(n+1) —®(n)) =0
n—-+00
puis que
EX) = lirf E(P(X =k)— P(X = —k))
n—-+00o
k=1
= P(0) — ngtfm@(n) =d(0)—1
1 1
2 2

(13) L’écart entre un nombre réel et sa partie entiére est un nombre réel de [0; 1] donc Y (2) = [0; 1].
Notamment, si y < 0, alors Fy(y) =0etsiy > 1, Fy(y) = 1. Soit alors y € [0; 1], par la formule
des probabilités totales appliquées au s.c.e {[X = k| :€ Z}, on a

Fy(y) = P(Y <y =PT-X<y)
= Y PT-X<ynX=k+Y PT-X<ynX=—k)

k=1

+00 +oo

= Y Pk<T<k+y)+Y P(-k<T<—k+y)
k=0 k=1
+oo

= Y (@(k+y) - +Z (—k+y) — ®(—k))
400

= Y (®(k+y) - +Z —))

= +Z (k+y) — (k- y))

ou l'opération sur les sommes est bien licite :

> (@k+y) - +Z k—y) = lm ) (B(kty) —HR)+ lm > (B(k) ~ Sk —y))
= ngglmi@(kw +Z Ok - y))

n

= lim Y ((k+y) — (k) + B(k) — D(k )
= lim > (®(k+y)—d(k—1y))

n—-+o00

“+00

= D (B(k+y) - ok —y)),

k=1

car la série de terme général ®(k + y) — ®(k — y) est bien convergente (on peut encore utiliser
I'inégalité des accroissements finis pour majorer par une exponentielle elle-méme négligeable
devant 1/k?). On attendait pas autant de rigueur pour cette question. Au final, on a bien
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montré que
Vyel0 1],  Fy(y)=2y) -5+ _(2k+y) -k —y)).

(14) (a) On propose le programme suivant, sans ambiguité

function U=sampleY(N)
T=grand(1, N, 'nor', 0, 1)
X=floor(T)
U=T-X

endfunction

(b) On observe qu’environ la moitié de l'effectif est réparti dans chacune des deux classes (la
moitié entre 0 et 1/2 et I'autre moitié entre 1/2 et 1). On peut alors notamment conjecturer

que
1 1
Kl=)=-
(2)-
(15) Comme k —1/2 =k —1+1/2, on a en particulier
1 1 1 1
Olk+=)—-D|k—=)=Dk+=)-DP|Ek-1+=
(13) =2 (=) =0 (r3) =2 (i-1+3)
faisant apparaitre le terme d’une somme télescopique. Il suit que
1 1\ 1 X 1 1
Alz) = oz)-2 S(hv=) (k-2
(2) - o (5) e (i) 2 (-2))
1\ 1 X 1 1
Y = - o ) o (k14 -
(3) -3 (o(t3) -2 (13))
1 1 ) 1 1
= ‘1)(5)7*”2%@("*5)—@(5)

1

ce qui est bien le résultat conjecturé.

(16) Commengons par calculer. D’une part,

P([X:@]m[Yg%]) _ P(Ong%)

D’autre part,

= (2(1) = 2(0)) x
0.17065
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T oy <b) sror—oe(v <)

et les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
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