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Chapitre 1. Comparaison de fonctions (et de
suites). Développements limités.

1 Avant-propos

On ne revient pas dans ce chapitre sur les étapes classique de 'étude d’une fonction (domaine de
définition, continuité, dérivabilité, variations, convexité...) qu'il est naturellement nécessaire de bien
maitriser et pour lesquelles on renvoie aux chapitres du cours de premiére année.

Il est aussi capital de savoir rapidement étudier une fonction pour en déduire une inégalité, comme le
rappelle I'exemple ultra-classique ci-dessous

Exercice 1. Montrer que, pour tout x > —1, on a In(z + 1) < z.

Le but de ce chapitre est d’introduire des notations permettant de "comparer" c¢’est a dire d’étudier le
comportement d’une fonction au voisinage d’un point (ou de I'infini) en regard d’une fonction considérée
plus simple ou "classique" et bien connue.

Dans toute la suite (pour alléger les énoncés et la lecture), on notera R = R U {—o0; +00}. Ainsi, en
notant a € R, on peut avoir a € R réel ou bien a € {—00; +00} une borne infinie.

On rappelle que la terminologie au voisinage de a signifie que 'on considére une intervalle (ouvert)
contenant a, c’est a dire que lorsqu’on écrit x voisin (ou dans un voisinage) de a, signifie qu’il existe
un intervalle de la forme |a — §; a + [ contenant x et dans lequel a lieu I’égalité (par exemple le
développement limité).

2 Comparaison de fonctions

2.1 Fonctions négligeables

Définition 1. Soient a € R et f et g deux fonctions définies au voisinage de a avec g ne s’annulant
pas au voisinage de a. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, ce que l'on note
f(x) = o(g(x)) si et seulement si
Tr—a
x
lim —f< ) = 0.
z—a g()
1 Cette définition est équivalente au fait qu’il existe un intervalle ouvert J contenant a et une
fonction e définie sur .J tels que

T—a

{ e(z) — 0
Vo e J, f(x) = g(x)e(x)

1 On écrit aussi parfois
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FExemple. On peut alors écrire les relations suivantes

(i) 2* = o(x),  (ii)e” oo ? (), ) % rtoo G)

Il faut bien comprendre et garder a I'esprit que la négligeabilité en un point n’entraine nullement

la négligeablité ailleurs. Il suffit de regarder ’exemple (i) ci-dessus
v = o(r), mais 2° # o(z) et z* # o(x)
=0 T—2 T—>+00
= En particulier, on comprend I'importance de ne pas simplement écrire f(x) = o(g(x)) sans préciser

le voisinage concerné!

Exercice 2. Déterminer d’éventuelles relations de négligeablité entre les quantités f(x) et g(x) en a
lorsque

(1) f(z) = 2% g() = 1/(z — 2) en a = +oc;
(2) f(z) =a®, g(x) = L)(x = 2) ena = 2
(3) f(z) =%, glx) = L)@ = 2) ena = L
(4) f(z) = e, g(x) = Len a = +oo

1= Dire que la fonction f admet une limite ¢ en a peut se réécrire
f(x) =, ¢+ o(1).

Proposition 1. (Relations immédiates) Soient 0 < o < 3 des paramétres fixés. Alors

(1)

1 1
= o(zP), et — = 0(—);
—+00 8 z—=+o0 T
(2)
e = o(ef), et T = o(e);
T—+00 T——00
(3)
1 1
B = @ et — = — .
v z—0+ o), % z—0t ¢ (!L‘B)

Proposition 2. (Croissances comparées). Soient a, f > 0 deux paramétres fixés. Alors,

(1)

n\xr A = o .Ta (§ —1 = o —1 )
(In()) 400 SRR b et ((ln(ﬂ?))ﬁ)’
(2)

(3)
P = o(e™), et e = o(i).

z—+00 T—+00 e

Exercice 3. Comparer, au voisinage de +o0, les quantités f(x) = 3%, g(z) = /7 et h(x) = In(z)"/*.

1= Les deux propositions précédentes permettent d’établir une "hiérarchie" entre les fonctions usuelles
pour la relation o. Au voisinage de +o00, les quantités peuvent étre rangées dans 'ordre suivant de
négligeabilité

1 1 1
e | = | = 1| In(z) | (In(z))? |z | 23| e®
T

(In(z))? | In(z)




Exercice 4. Etablir un tableau analogue, au voisinage de 0% pour les quantités
1 1 1
— 1 2 :

3
-, oz, z°, 1, In(x),
: (@)
Exercice 5. (Substitution). Comparer, au voisinage de 0, les quantités In | — | et —.
T T

Proposition 3. (Régles de calcul). Soient f, g, h trois fonctions définies au voisinage de a € R.

(By(x)).

(1) Multiplication par une constante. Si § € R* et f(z) = o(g(x)), alors f(x)
Tr—a
(2) Linéarité. Si f(z) = o(h(x)) et g(x) = o(h(x)), alors, pour tous «, 5 € R,

af(z)+Bg(z) = o(h(z)).

rT—a

(3) Transitivité. Si f(x) = o(g(z)) et g(z) = o(h(z)) alors, f(z) = o(h(x)).

Tr—a

(4) Multiplication par une fonction. Si f(z) = o(h(x)), alors f(z)g(x) = o(g(x)h(x)).

= 0
T—a

1w Le (1) de la proposition ci-dessus permet de voir qu’'on peut "ignorer" les constantes dans un
petit-o.
i Le (4) de cette méme proposition permet de voir qu’on peut "rentrer" les fonctions dans un petit-o

g(x) - o(h(x)) = o(g(x)h(z)).
Exercice 6. On considére, au voisinage de 0, deux quantités f(x) et g(x) vérifiant
f(z) = 2 + o(z?), g(x) = —2* + 2° + o(2?).
(1) Que dire de f(x) + g(z)?
(2) Ecrire le plus simplement possible g(z) — 2z f(z) et f (%) — g(x).

2.2 Fonctions équivalentes

Définition 2. Soient a € R et f et g deux fonctions définies au voisinage de a. On suppose que g ne
s’annule pas au voisinage de a (g peut s’annuler en a).
On dit que [ est équivalente a g au voisinage de a et on note f(x) ~ g(x) si et seulement si

r—a
lim _f(x) =1.
v g(x)
Ezemple. Considérons la fonction f définie sur R* par f(z) =« — In(x). Alors, on peut écrire
N . . o ln(a),
f(x) et X, mais aussi f(x) o~ n(r)

1 Comme pour la négligeabilité, le voisinage ou 1’équivalence a lieu ne donne aucune information
sur ce qui peut se passer ailleurs.

Une fonction non nulle au voisinage de a n’est jamais équivalente & 0 au voisinage de a !

1= En revanche, pour ¢ € R*
lim f(z) =0 < f(x) ~ L.

T—a T—a
Proposition 4. Tout polyndéme est équivalent & son monéme de plus haut degré en 4-oo.
Tout polyndéme est équivalent a son monoéme de plus bas degré en 0.

1= Par exemple,

207 —182° +91 ~ 227, ouencore — 1223422245z ~ 5z
T—r+00 z—0
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Proposition 5. (Une caractérisation). Soient f(z) et g(z) deux quantités définies au voisinage de
a€R. Ona

Fl@) ~ gla) = [() = gla) +olg(x).

i La réciproque indique notamment qu’on peut négliger les termes négligeables dans une somme.
Ainsi :

F(0) +olF (@) ~ f(o)
Exercice 7. Montrer que : c 3 —In(zr) ~ “
S 2 ztoo 2

1= Dire que deux quantités sont équivalentes au voisinage de a ne veut pas dire que leur différence
tend vers 0 en a, mais seulement qu’elles ont la méme limite en a.

Fx) ~ glr) = lim f(x) = lim ().
Mais,
f) ~ g(z) # lim f(z) - g(x) = 0.

r—a

Par exemple,
e“4+r ~ e+ mais rv—a22 £ 0.
T——+00 T—r+00
& Un équivalent est plus précis qu’une limite : il précise la vitesse de convergence vers

cette limite.

Proposition 6. (Régles de calcul). Soient f, g, h, k quatre fonctions définies au voisinage de a € R.

(1) Multiplication, Quotient, Puissance. On peut multiplier, diviser et élever a la puissance des
équivalents:

f(z) ~ h(z), keN= f(z)" ~ h(z)~.

T—ra r—a

(2) Transitivité. Si f(x) ~ g(x) et g(x) ~ h(x) alors, f(x) ~ h(z).
T—a T—a T—a
(3) Symétrie.
flx) ~ g(x) = g(z) ~ [f(z).
r—a r—a
Si I'on peut multiplier, diviser ou élever a la puissance, on ne peut pas additionner des
équivalents. Ce qu’on peut voir avec mille et uns contre-exemples, comme
f@) = +In(z) ~ e, gla)=—e"+a® ~ —e,  f(2)+g(e) =2 +In(z) ~ 2.
T—+00

T—r4-00 T—>+00

i La symétrie (3) est naturellement faux pour les petits-o.

Exercice 8.

: : Va?+x :
(1) Déterminer un équivalent de f(z) = daap O +o00 puis en 0.
x x

(2) Déterminer un équivalent de g(z) = In(z) (222 + e~*)* en +o0.



Exercice 9. Utiliser des équivalents pour déterminer les limites suivantes.

(i) lim e* — 2% —In(z); (i) lim ? —In(z) (iii) Tim In(1+ 23)

z——+00 mﬁ+m>w/exﬁ_x3; z——+00 hmm)

Proposition 7. Soit a € R et f une fonction dérivable en a telle que f'(a) # 0. Alors
f(@) ~ (@) ~ fla)x—a).
La proposition précédente permet d’obtenir les équivalents classiques suivants.

Proposition 8. (Equivalents classiques au voisinage de 0).

e —1xr_v>0:v ln(l—i—x)xzox (1+2) —1m:0aw (a #£0).
1
1w La relation (1+x)*—1 ~, 0T donne avec a = 3 I’équivalent tres utile /1 4+ 2 — 1 ~ g
T z—

Revenant aux régles de calcul de la Proposition 6, on ne peut pas composer les équivalents. Par
exemple, on fera attention au fait que

r+1 ~ x e oL et
T—>+00 400

En effet,
em+1
lim =e#1.
r—+o0o0 eT
On a cependant un résultat, énoncé ci-dessous, qui permet de ramener un équivalent en un point
) )
quelconque (y compris 'infini) en un équivalent en 0.

Proposition 9. Soient a,b € R et f, g, h trois fonctions telles que
f(x) ~ g(z), et limh(x)=a.
T—a r—b

Alors,
f(h(z)) ~ g(h(z)).

z—b
1= Par exemple, comme In(1 + x) ~, T que T — 1 — 0, lorsque z — 1 et que 1/z — 0, lorsque
T—
xr — +00, on peut obtenir les équivalents usuels et utiles suivants:

1 1
In(z) ~ x=—1, ln(1+—> ~ =

z—1 T ) z—too T

In(t
Exercice 10. Montrer que : ti—1 ~ L)
z—+o0o

Exercice 11. Déterminer trés rigoureusement des équivalents en 400, —oo et en 0 de In(2? + 1).

3 Développements Limités

3.1 Deéfinition

Définition 3. On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre 1 au voisinage de
xo € R sl existe deux réels ai,as € R tels que, au voisinage de x,

f(x)=ao+ a1 (x —x9) + 0o(x — x0) .

En particulier, On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre 1 au voisinage de 0
sl existe ag,a; € R tels que, au voisinage de 0,

flx)=ao+a1x+o(x).
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1 Une fonction admettant un DL & l'ordre 1 en x( est localement assimilable & une fonction affine.

Définition 4. On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre 2 au voisinage de x
sl existe ag,ay,as € R tels que, au voisinage de x,

f(@) = ap+ ay (x — x0) + ag (x — 20)° +o((z —xo)g).

En particulier, On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre 2 au voisinage de 0
s’il existe ag,ar,as € R tels que, au voisinage de 0,

f(@) = ao + a1z + axz® + 0 (7).
Les égalités définissant les DL ne sont, naturellement, valables que localement (au
voisinage de ).

1 De maniére analogue a la remarque ci-dessus, une fonction admettant un DL & 'ordre 2 en z( est
localement assimilable a un polyndéme du second degré.

1 On appelle parfois partie réguliere de f la partie polynomiale du développement limité de f lorsque
celle-ci en admet un.

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté les parties réguliéres des DL d’ordres 1 et 2 de la fonction
exponentielle en zéro, illustrant la remarque précédente sur 'approximation locale (ici en 0).

Théoréme 1. Si f admet un développement limité au voisinage de xy alors ce développement limité est
unique.
Théoréme 2. (Formule de Taylor-Young)

(i) Soit f est une fonction de classe C* sur un intervalle I et xg € 1. Alors f admet un développement
limité d’ordre 1 au voisinage de xoy donné par :

f(@) = f(xo) + f'(20)(x — m0) + 0 (v — 20) .

(ii) Soit [ est une fonction de classe C* sur un intervalle I et zo € I.
Alors f admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de xo donné par :

f(@) = f(xo) + f'(wo)(z — x0) + f”<2IO)

Théoréme 3. (Taylor-Young en 0) On utilise le plus souvent le théoréme précédent dans le cas particulier
ot xg = 0 ce qui donne respectivement :

(x = x0)* + 0 ((x — 20)?) .

f(x)=f(0)+ f(0)x + o(x) et f(x) = f(0)+ f'(0)x + %(0)3:2 +o (1'2) )



Exercice 12. En utilisant la formule de Taylor-Young, déterminer un réel o non nul tel que :

1
Vitr=1+ 2% + az® 4+ 2?e(r)  avec lime(z) = 0.

z—0
3.2 Développements limités des fonctions usuelles

Théoréme 4. (DL usuels au voisinage de 0). On a, au voisinage de 0,
2

et = 1+x+%—|—0(x2)
1
. = 1+ 2+ 2%+ o(z?)
22
In(l —z) = —x—?+0(x2)
2
l+z = 1—1—%—%4—0(302)
-1
(14+x)* = 1+ozx+%x2+o(x2) (a € RY).
1

Exercice 13. Déduire du résultat précédent les DL a 'ordre 2 en 0 de

T2 In(1+2z) et /1 — .

1 Les opérations d’addition et de composition qui sont interdites pour les équivalents sont possibles
avec les développements limités. Par exemple, on a

$2 gpz
In(l+z)—In(l—2) = z=— 5 + o(2?) — (—x ) + 0($2)>
= 2+ o(xz)
Ou encore
2 2 2 /9)2 2\ 2
S g ()
2 4
— 144 4
to+tgt o(x")
2
= 1+ % + o(z?).
Exercice 14. Déterminer les DL a Pordre 2 en 0 de
In(1
(4) blya) (i) e In(1 4 2), (i) In(1+In(1 +2)).
T

1 Lorsqu’un calcul d’équivalent ou de limite n’aboutit pas, il faut penser a utiliser des développements
limités.
Exercice 15.

(1) Déterminer I’équivalent au voisinage de 0 de la fonction f(z) =In(1 + x) — x.
(2) Déterminer la limite en 0 de la fonction

et —xe —1
212 ’

3.3 Application : Position d’une courbe par rapport a une tangente

g(r) =

Proposition 10. Soit f une fonction définie en 0 et admettant un développement limité d’ordre 2 au
voisinage de 0:

f(@)=a+bx+ca®+o(2?).
Alors :
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(i) a = f(0);
(ii) f est dérivable en 0 et b = f/(0);
iii)

)

(iii) L’équation de la tangente a C; au pomt d’abscisse 0 est : y = a + bx.
(iv) Sic# 0, comme f(z)—(a + bx) = cx*+o0 (2?) ~ cx?, la position (locale) de la courbe par rapport
r—r

a la tangente est donnée par le signe cx? donc par le signe de c.

Exercice 16. Soit f la fonction définie sur [—1; +oo[ par f(z) = e *y/1 + z.

(1) Calculer le développement limité d’ordre 2 en 0 de f.
(2) En déduire 'équation de la tangente en 0 ainsi que la position de la courbe par rapport a la
tangente.

4 Comparaison de suites
1 Contrairement aux fonctions, on ne peut comparer deux suites que pour n tendant vers 4oo.

Définition 5. (Suite négligeable devant une autre suite) Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On
suppose que la suite (v,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang. On dit que (u,) est négligeable
devant (v,,) (en +00), et on note u,, = o(vy,) si et seulement si

. U,
lim — =0.
n—-+oo Un

1= [a notation du petit-o permet notamment de préciser le comportement asymptotique d’une suite
via des développements de plus en plus précis. Par exemple, considérons la suite (u,) définie par

1 1 n
=n? -1 i i
Up =1 n(n)+e n+(3)

On peut alors écrire (pour n — +00)

u, = n-+o(n

Définition 6. (Suites équivalentes) Soient (u,) et (v,) deuz suites réelles. On suppose que la suite (vy,)
ne s’annule pas a partir d’un certain rang. On dit que (u,) est équivalente a (vy,) (en +00), et on note
Uy, ~ U, SI et seulement si

lim - =1,
n—+oo Uy,
Proposition 11. (Caractérication de I’équivalence par les petits-o)
Up ~ Uy <= Uy = Uy, + 0(Vy).
1 La réciproque indique qu’on peut négliger les termes négligeables dans une somme. Ainsi
Up, + 0(Up) ~ Uy

Théoréme 5. (Equivalents et limites) Si les suites (uy) et (v,) sont équivalentes, alors elles sont de
méme nature, c’est-a-dire

o Siuy, ~ v, et si(v,) converge vers €, alors (u,) converge également vers (.

o Siu, ~ v, etsi(v,) diverge vers £oo, alors (u,) diverge également vers £oo.

1= Les régles de calculs sur les équivalents vus sur les fonctions s’appliquent aux suites.

On ne peut toujours pas ni sommer ni composer les équivalents en général. De plus, deux suites
ayant méme limite ne sont pas forcément équivalentes.
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Proposition 12. (Utilisation des équivalents) Soient u = (u,),,-, une suite de limite nulle. Alors :
oec" —1~u, o In(1+u,) ~u, o (14+u,)*—1~au, poura#0
Exercice 17.
(1) Déterminer un équivalent, pour n — 400, de In (1 — %)

) . L. / 1
(2) Déterminer un équivalent, pour n — +o00, de /1 + - — 1.

(3) (a) Que serait tenté.e de proposer un.e étudiant.e n’ayant pas bien écouté ni lu ce qui précéde
comme équivalent pour

1 1
Uy = 1+——1+ln(1——)?
V n 2n
Serait-ce correct?

(b) Déterminer, a ’aide de DL usuels a l'ordre 2 en 0, un équivalent a la suite w,,.
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5 Planche d’exercices - Travaux Dirigés

Exercice 101. Calculer les limites des fonctions suivantes aux points indiqués.

a1 Inz+x—1 en 0F ot en 400, (11) 2z en 0T et en 4o0.
T4 e 1 In(1+ z)
(2) In(e™® +272) en +oo0. (12) z(1+z) a2 en 0.
_ ,T\2
(3) (11 (16 | om0 (13) e en +oo
rin(l+x \/ —
re’ +1 (14) Lre—]l en 0
(4) 1 en +o00, et en —oo. x y
e’ 4 ! (15) (1+z)"/* en0
(5) z2e~V® en +oo. In(l+z)—=z
(6) e —zel/" en 0" et en 0. (16) 072 en 0
rlnx+Inz 3
7y T AT 0% et en too. In(1 + z?)
( ) \/.T—H en et en oo (17 W en 0 et en 400.
2
(8) 111(11—}— \/E)l— r°  en +00. (18) (2 + 1)In(y/Z) en 0.
_ ! ' T+a2—V1-22
) ce—g 5 en0 (19)\/“” VIZT o
(10) z®In(x + 1) — 2%In(z), (¢ € R) en +oo. 2x

Exercice 102. A 'aide d’équivalentes, obtenir les limites des quantités suivantes
In(n + 2) — In(n) e” —1

2r
@) tm 2D G lim

_— , (vit) 5
z—too x — In(z) + 2 n—+00 /1 + # =0 x + T

Exercice 103. Trouver une relation, et la justifier, de négligeablité, en +o0o, entre les quantités

1 2/59\°
—— et —2z (1 -z /2) )
Ver ¢ ¢

Exercice 104. (Extrait DS n°1, 2020-2021)
(1) Obtenir le développement limité a 'ordre 2 en 0 de

et 4e”
(i) —5—

2 )
(2) En déduire la valeur de

(i) V1 + 2z + /1 — 2u.

i (=2)

lim .
220 /1422 4+ /1 -2z -2

Exercice 105.
1
(1) Montrer qu’au voisinage de +00, on a: e =o (—2)
x
(2) Soit n € N* fixé. Montrer qu’au voisinage de +00, on a

(In(1 + z))" ( 1 )

T+a22  C\ 32

(3) En anticipant sur les résultats du Chapitre Intégrales impropres, conjecturer sur la nature de
certaines intégrales.

Exercice 106. Soit f : 2 — In(e” —e ™) — x.
(1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
(2) Montrer que f est dérivable sur son ensemble de définition puis calculer sa dérivée.
(3) Dresser le tableau de variations de f, limites comprises.
(4) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 7
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Exercice 107. Soit f la fonction définie sur R par

[ zIn(z?®) =2z, six#0
f(];)_{ 0, siz=0

(1) Montrer que f est continue sur R.

(2) Montrer que f est impaire.

(3) Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f’(x) pour tout x # 0.

(4) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

(5) Dresser le tableau de variations de f, limites comprises puis tracer une allure de sa courbe
représentative.

Exercice 108. Soit f la fonction définie sur R par
re "

flay=4 1= 7Y
1, six=0

(1) Montrer que f est continue sur R.

(2) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

(3) Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f’'(z) pour tout x # 0.

(4) Montrer que pour tout réel z, ona: e *>1—ux.

(5) Dresser le tableau de variations de f, limites comprises puis tracer une allure de sa courbe
représentative.

Exercice 109. Soit f la fonction définie sur [—1;+oo[ \ {0} par

fla) = —MH‘

x
(1) Déterminer le développement limité de z — /1 4+ = & l'ordre 2 au voisinage de 0 puis en déduire
le développement limité de f a l'ordre 1 au voisinage de 0.
(2) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 7
(3) Déterminer I’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse 0.
Exercice 110.
(1) Déterminer un équivalent puis la limite de : u, =+/n+ 1[In(n+ 1) —In(n)].

1 n
(2) Déterminer la limite de : v, = (1 + —) .
n

2
(3) Déterminer un équivalent de : w, =nln (1 - —) + 2.
n

Exercice 111. (Loi binomiale et loi de Poisson).
On considére une suite (X,,) de variables aléatoires telle que, pour tout n € N*, X, < B (n, %)

(1) Rappeler X,,(Q2) ainsi que P(X,, = k) pour tout k € X,,(£2).
(2) Montrer que, pour tout k£ € N fixé,

" n—k — +
L R n Q.

(3) En déduire que, pour tout £ € N, on a
1
m P(X. — k) — !
n1—1>+oo ( nik)ie ]{;'

(4) Interpréter.

Exercice 112. Déterminer un équivalent d’une suite (u,) vérifiant, pour tout n € N*,

1 1
In(n) + o < u, <lIn(n) + e
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Exercice 113.
(1) Montrer par récurrence que
e e (DRt ni [C@ 0"
VreR, e _ZT_'_(_l) ; Te dt
k=0

(2) En écrivant I’égalité précédente pour n = 2 puis pour n = 3, montrer que :
2 3 2
oz x
VieR, ———<z—-14e"<—
T2 6 e =3

(3) En déduire un équivalent de x — 1+ ¢e™* en 0.
(4) Retrouver le résultat précédent a I'aide d’un développement limité.

Exercice 114. (D’aprés ESCP 2014, voie T). On considére la suite (u,) définie, pour n € N par
1
ug = 1, et, pour n € N¥ Uy, = / (In(1 +¢))"dt.
0

(1) (a) Montrer que, pour tout n € N*,
0 <wu, < (In(2))".
(b) En déduire la limite de la suite (u,).

(2) (a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout n € N,
Uny1 = 2(In(2))" ™ — (n 4 1)u,.

(b) En déduire que, pour tout entier n € N, (n + 1)u,, < 2(In(2))".
(¢) Montrer que (u,) est décroissante.
(d) En déduire que, pour tout n € N, (n + 2)u,, > 2(In(2))"*".
(e) Conclure que
Uy, ~ M, n — +00.
n
Exercice 115. (Extrait DS1, 2018-2019, Question de cours)
(1) Montrer que la fonction f définie ci aprés se prolonge par continuité sur |—1; +00[, puis déterminer
son développement limité a l'ordre 2 en 0, ou

1—e*
(1 +z)
En déduire la dérivabilité en 0, I’équation de la tangente en ce point et la position relative de
celle-ci par rapport a la courbe de f.

Va €] — 1; +0o[\{0}, f(x) =

(2) Monter, a 'aide de développements limités usuels en 0, que

1 1 3
1+In(1+— ~ 14+ ——-—
\/ i ( + n) n—+o0o + 2n 8n2

Exercice 116. (Extrait DS1, 2018-2019, Exercice 1) Pour n € N*, on considére la fonction f,, définie
R () =
sur R par f,(x) e

(1) Justifier que f est de classe C* sur R.

(2) Déterminer un équivalent de f,,(z) en 400, puis un équivalent en —oco. En déduire les limites de
fn(z) aux extrémités de son ensemble de définition ainsi que I'existence de deux asymptotes a la
courbe représentative de f,, dont on précisera les équations.

(3) Déterminer les coordonnées du seul point d’inflexion A,, et préciser I’équation de la tangente en
ce point.

(4) Quel est le développement limité & 'ordre 2 de f,(z) au point d’inflexion?

+ nx.
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On admet la formule de Taylor-Young & l'ordre 3 en 0 pour toute fonction f de classe C3 au voisinage

de 0
LSO 0

ST 3 3+ 0(:63).

f(x) = f(0) + f(0)

(5) Expliciter les développements limités en 0 & 'ordre 3 de e” et de

+a
(6) En constatant que
1 1 1

— = o X

er + 1 2 1+ (e 2—1)
et en utilisant les deux développements limités précédents, obtenir le développement limité a
l'ordre 3 en 0 de f,(x).

7) Représenter graphiquement sur un méme graphique orthonormé la courbe représentative de fi,
g g
sa tangente au point d’inflexion et ses asymptotes.

(8) Montrer que, pour tout n € N*, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution, notée w,,.

1
(9) Montrer que, pour tout n € N*, on a —— < u,, < 0. En déduire la limite de (u,).
n

1
(10) En revenant a la définition de u,, montrer que u,, ~ ——.
n—-+oo 277,

Exercice 117. (Extrait de DS n°1, 2020-2021) On définit les fonctions ch et sh par
%, ot sh(z) = %
(1) Exprimer la dérivées des fonctions ch et sh en fonction de ch et sh.

Montrer que, pour tout x € R, ch(x) > 0.
Calculer sh(0) et déterminer le signe de sh(z).

ch(z) =

(2) Soit uy un réel fixé strictement supérieur & 1. Déduire de la question précédente qu’il existe un
unique réel a > 0 tel que ch(a) = uy.

(3) On considére le programme Scilab suivant

u0=3/
function y=ch(x)
y=(exp(x)+exp(-x))/
endfunction
a=
b=
c=(a+b)/
while b-a > 10~{-3}
if (ch(a)-u0)*(ch(c)-ud) <O then
b=c
else
a=c
end
c=(a+b)/
end
disp(c)

(a) Que fait ce programme? Comment s’appelle ce type de programme?
(b) Pourquoi a-t-on pris b = 27
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On considére la suite (u,,) de premier terme g et définie par la relation de récurrence

Uy + 1
5

Up+1 =

(4) (a) Veérifier que (u,,) est bien définie.
1+

(b) Etudier les variations de f :

(c) Résoudre
1—|—x 1+z
\/ =, 5 >

(d) En déduire le sens de Varlatlons de (
(e) Montrer que (u,,) converge et pre(nser sa limite.

(5) Montrer que pour tout x € R,

2 (Ch <§>>2 — 1 = ch(z).

(6) En déduire, par récurrence, que pour tout entier n

n=ch <2n>

ch(z) —1=2 (sh (§>>2
(8) Calculer sh’(0).

(9) En déduire les équivalences suivantes

(7) Montrer que

sh(z) o~ et ch(z)—1 ST

(10) En déduire un équivalent de (u,, — 1) quand n tend vers +oc.



