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Quinzaine de colle n°5
Période du 29/11 au 10/12

Semaine du 29/11 au 03/12

Programme

e Chapitre 5. Intégralité
e Chapitre 6. Loi conjointe, loi marginale, covariance. Loi conditionnelle.

Question(s) de cours

(1) Soit H,, la n—iéme somme partielle de la série harmonique. Montrer, & I’aide d’une comparaison
série/intégrale que
In(n+1) < H, <1+In(n).
(2) On effectue deux tirages successifs sans remise dans une urne qui contient n boules indiscern-
ables au toucher. On note X et Y les valeurs des boules successivement obtenues. Déterminer la
loi de X puis la loi conjointe de (X, Y") et enfin la loi de Y. Les variables sont-elles indépendantes?

(3) Soient X une loi de Poisson X < P(A) et, sachant [X = n], Y une loi binomiale B(n, p). Montrer
que Y < P(Ap).

(4) Définition Covariance. Propriétés et formule. Cas de I'indépendance. Lien avec variance de la
somme de deux variables aléatoires.

Planche d’exercices

(1) On dispose de n boites numérotées de 1 a n. La boite k contient k£ boules numérotées de 1 a k.
On choisit au hasard une boite puis une boule dans cette boite.
Soit X le numéro de la boite et Y le numéro de la boule.
(a) Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant X = k.
(b) Déterminer la loi du couple (X,Y)
(c) Calculer P(X =Y)
(d) Déterminer la loi de Y et E(Y).

(2) On place au hasard deux paires de chaussettes de couleurs différentes dans deux tiroirs notés t;
et t5. Un tiroir peut donc contenir de 0 & 2 paires.

On note X; et X, respectivement les variables aléatoires égales au nombre de paires de chaus-
settes contenues dans les tiroirs £, et t5 ainsi que N le nombre de tiroirs occupés.

On note alors T; le numéro du tiroir choisi pour la paire de chaussettes numéro i. Les paires
de chaussettes étant rangées dans les tiroirs indépendamment les unes des autres, on suppose
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donc que les variables T; et T, sont indépendantes.

(a) Préciser les lois de T} et Ts.
(b) A l'aide des variables T;, déterminer la loi conjointe du couple (N, X;) que 'on présentera
en recopiant et complétant le tableau suivant.

N\X; [0]1]2
1
2

(c¢) En déduire les lois marginales de N et X;. Que dire de I'indépendance de N et X;?
(d) Calculer E(N), E(X;) puis cov(N, Xy).
(e) Que peut-on dire du couple (N, X3) ?

(3) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilité
et telles que

Vi e N*, PX=i)=P(Y =i)=—.

(a) Reconnaitre les lois de X et Y.

(b) Déterminer la loi de Z = X + Y ainsi que la loi de X conditionnellement & [Z = k|, k > 2.
(c) Calculer P(X =Y) et P(X >Y).

(d) Calculer P(X >2Y) et Pxsy)(X >2Y).

(4) Une urne contient 4 jetons numérotés de 1 a 4. On tire successivement et sans remise deux jetons
de 'urne. On note X le plus petit numéro des 2 et Y le plus grand.
(a) Compléter le tableau suivant donnant la loi conjointe du couple (X, Y).

X\WY[ 1] 2] 3 4
1 | 0 |1/6

2

3

4

(b) En déduire les loi marginales de X et Y, puis E(X) et E(Y).

(c) Calculer a partir du tableau de la loi conjointe E(XY).

(d) En déduire cov(X,Y).

(e) On note S la variable aléatoire égale a la somme des numéros tirés. Déterminer E(S) et
V'(S) sans passer par la loi de S.

Semaine du 06/12 au 10/12

Programme

e Chapitre 6. Intégralité.
e Reprise du DS n°3.
e Chapitre 7. Définition d’une intégrale impropre, premiers calculs (via obtention d’une primi-

tive)
Question(s) de cours

(1) On effectue deux tirages successifs sans remise dans une urne qui contient n boules indiscern-
ables au toucher. On note X et Y les valeurs des boules successivement obtenues. Déterminer la
loi de X puis la loi conjointe de (X, Y") et enfin la loi de Y. Les variables sont-elles indépendantes?
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(2) Soient X une loi de Poisson X < P(\) et, sachant [X = n], Y une loi binomiale B(n, p). Montrer
que Y < P(Ap).

(3) Définition Covariance. Propriétés et formule. Cas de l'indépendance. Lien avec variance de la
somme de deux variables aléatoires.

Planche d’exercices
(1) Mémes exercices sur les couples que la semaine précédente.

(2) On considére des variables aléatoires U = min(X7, ..., X,) et V = max(Xy,..., X,) ou (Xy,..., X,)
est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [1; NJ.

(a) Montrer que, pour tout k € [1; N,
}%VSk):(%)a pmmmez%vzky:(%)wyuwk—nw.
(b) Dans toute la suite, on se place dans le cas n = 2.
(i) Déterminer E(V). On admet ensuite que que V(U) =V (V) =
(i) Justifier que U +V = X; + X5. En déduire que
cov(U, V) =V(Xy) = V(U).
(iii) Exprimer p(U, V') en fonction de N.

(N2 — 1)(2N? + 1)
362 ‘

(3) (*) Soit p un réel de |0;1] et ¢ = 1 — p. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires indépen-
dantes définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P), de méme loi de Bernoulli telle que

Vk € N7, P(Xy=1)=p, et P(X;=0)=gq.
Pour n entier de N*, on définit pour tout k& € [1;n], la variable aléatoire Y, = X + Xy 1.

(a) (i) Calculer pour tout k € [1;n], Cov(Yg, Yii1).
(ii) Montrer que

1
0< COV(Yk, Yk+1) < Z

(b) Calculer, pour tout couple (k,1) tel que 1 < k <1 <n, Cov(Ys,Y)).

(c) On note e un réel strictement positif fixé. Montrer, en utilisant l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, que
1 n
lim P | |- Y, —2 =0.
Jm, (nZ 2 >€> 0

k=1
(4) Etudier la nature et, si possible, calculer les intégrales ci-dessous

+oo pe—a?/5 oo ¢ 24t
(0 / —dr, (i) / o (G / e

(5) Aprés avoir justifié la convergence et calculé 'intégrale

/‘+oo d(L’
o (1+a)¥

/+oo dr
o 2(1+[z])*

justifier la convergence et calculer
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(6) (*)

: o T In(t)
(a) Justifier de la convergence de 'intégrale I = e dt.
0

(b) A l'aide du changement de variable u = 1/¢, montrer que I = 0.




