ECG2 Mathématiques

ESSEC I 2023

On s’intéresse dans ce sujet a la méthode de Stein, introduite par Charles Stein (1920,/2016) en 1972,
dont les développements et applications sont nombreux.

Les parties 1 et 2 concernent la justification de la méthode, elles sont indépendantes.

Dans la partie 3, on s’intéresse a I'estimation en un point d’une densité d’une loi de probabilité.
Cette partie peut étre traitée indépendamment des deux premiéres parties.

Dans la partie 4, on met en ocuvre la méthode de Stein, vue dans les parties 1 et 2, pour établir des
convergences « uniformes » en loi et on démontre le résultat admis dans la partie 3. Cette partie est
indépendante de la partie 3 & ’exception de sa derniére question.

Dans tout le probléme :
« les variables aléatoires considérées sont définies sur le méme espace probabilisé (92, .4, P).

« si X est une variable aléatoire, E(X) et V(X)) désignent respectivement, lorsqu’elles existent, I’espé-
rance et la variance de X.

« W désigne I'ensemble des fonctions h de classe C! sur R telles que :
vz eR, |W(z)] <1

o N est une variable aléatoire qui suit la loi normale (0, 1).

« on admet que si X est une variable aléatoire possédant une espérance et h € W, E(h(X)) existe.
On note en particulier ¢j, I'espérance de h(NV).

o On note @ la fonction de répartition de la loi normale (0, 1) définie par, pour tout z € R,

T 1 2
O(x) = / e~ dt. On rappelle que c’est la primitive sur R, qui vaut % en 0, de la fonction

oo V2T
i
V2T

Yt e

Partie 1 - Transformation de Stein

®(x)
o(x)

Soit h € W. On définit sur R, la fonction 6 : x +— et la fonction f}, par,

T

PPN 9(—33)/ B (0)®() dt + 0(z) /m WA — B(t)) di

—0o0

lorsque ces intégrales convergent.
L’objectif principal de cette partie est d’obtenir, pour X une variable aléatoire admettant une espérance,
une expression de E(h(X)) —E(h(N)) qui ne fait pas intervenir N directement.

1. a) Montrer que pour tout z > 0 et ¢ € [z, +00[, 0 < zp(t) < tp(t). En déduire que :
Ve >0, 0<z(l —@(x)) < p(z)

(on remarquera que pour tout t € R, ¢'(t) = —tp(t))
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Commentaire

La remarque faite par 'énoncé peut sembler anodine, mais la formule ¢'(t) = —tp(t)
sera utilisée & de nombreuses reprises dans cette partie pour ne pas avoir & revenir
aux formules explicites de ¢(t) et ¢'(t). La difficulté n’est donc pas de démontrer cette
formule, mais bien d’y penser & chaque fois qu’elle sera utile.

Démonstration. Soit x > 0 et soit t € [z, +00].

0<x <t
donc 0 < zp(t) < to(t) (car o(t) = 0, ¢ étant une densité)

Soit B > z. Par croissance de 'intégrale, les bornes étant rangées dans l’ordre croissant (z < B),

on a
B B
0< / solt) dt < / tol(t) dt
"B "B
donc 0 < x/ @(t) dt < —/ O'(t) dt
$B x N
donc 0 < 9:/ p(t) dt < —[p(t) ]
B
donc 0 < :L‘/ o(t) dt < o(x) — p(B)
Or,
B 400 +o00 x
lim ©(t) dt = / (t) dt = / o(t) dt — / o(t) dt =1— d(x)
B—too Jy z —o0 —o0
et
li B) =

donc, par passage a la limite lorsque B tend ves 400, on obtient bien

0<z(l—0(x)) < p(a).

b) Procéder de fagon analogue pour montrer que : Vz < 0, —p(z) < z@(z) < 0.

Démonstration. Soit x < 0 et soit t € |—o0, z].
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Soit B < z. Par croissance de 'intégrale, les bornes étant rangées dans l’ordre croissant (B < z),

on a
/ to(t) dt < [ w(t) dt <0
B B
donc —/ o'(t) dt < CL’/ (t) dt <0
B B
donc — [ () ] gx/ o(t) dt <0
B
donc ¢(B) — ¢(z) < x/ o(t) dt <0
B
Or,
Jim o(t) dt = / o(t) di = B(x)
B——o0 B — 00
et
lim ¢(B)=0

B——oc0

donc, par passage a la limite lorsque B tend ves —oo, on obtient bien

—p(z) < 2®(x) 0.

O

¢) En déduire a ’aide d’une intégration par parties, pour tout x réel, la convergence des intégrales
qui suivent et montrer que :

x o0
/ B(t) dt = 20 (x) + () et / (1= D) dt = —o(1 — 0(2) + o(z)  (R)

— 00

Démonstration. Soit x € R.
T

« Remarquons tout d’abord que les fonctions ® et 1 — ® sont continues sur R donc / O(t) dt
+00 o
est impropre en —oo et / (1 — ®(t)) dt est impropre en +o00.
T

e Soit B < 0. On procéde par intégration par parties en posant

Cette intégration par parties est valide car les fonctions u et v sont C! sur le segment [B, z].

/x o(t) dt = [ t0(t) || —/x to(t) di
B B

=z®(z) — B®(B) —|—/B o'(t) dt

= 2®(x) — B®(B) + ¢(x) — (B)

Premiérement,
lim ¢(B)=0
B——o00
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Ensuite, d’aprés la question 1.b), B < 0 donc —p(B) < B®(B) < 0.
Par théoréme d’encadrement, on en déduit que

lim B®(B) =0

B——oc0

/x ®(t) dt converge et /m O(t) dt = 2P(x) + p(x)

—00 —0o0

e Soit B > 0. On procéde par intégration par parties en posant

u'(t) =1 u(t) =t
v(t) =1=2(t) v'(t) =—(t)

Cette intégration par parties est valide car les fonctions u et v sont C! sur le segment [z, B].

B 5 B
/ (1—=(t)) dt =[t(1 - () | —/ —tp(t) dt

Premiérement,

Ensuite, d’apres la question 1.a), B > 0 donc 0 < B(1 — ®(B)) < ¢(B).
Par théoréme d’encadrement, on en déduit que

Jlim B(1-&(B) =0

“+o0

xT

+00
/ (1 — ®(t)) dt converge et / (1—=2(t) dt = —z(1 — (x)) + ¢(z)

2. a) Montrer que pour tous réels x et y,

|h(z) = h(y)] < |z —yl, puis que [(z)| < |z] +[h(0)]

Démonstration. La fonction h est de classe C* sur R et vérifie : pour tout x € R, |h/(x)| < 1.

Par inégalité des accroissements finis, on obtient :
V(w,y) € R?, |h(z) — h(y)| < |z —y|
Soit € R. D’aprés 'inégalité précédente :
[h(x) = h(0)] < |z

d’ot1, par inégalité triangulaire,

[2(@)] = [(A(z) = h(0)) + h(0)] < [h(z) = R(O)] + |A(0)] < |2[ + [A(0)|
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T

b) Pour tout x réel, justifier la convergence de / h'(t)®(t) dt et montrer que :

—0o0

/x W (0)®(#) dtzh(x)@(m)—/x h(t)e(t) dt

—00 —0o0

+oo
On admet de méme que, / B'(t)(1 — ®(t)) dt converge et que,

T

—+00

+oo
/ W (t)(1— ®(t) dt = —h(z)(1 — ®(z)) +/ h(t)p(t) dt

T

Démonstration. Soit z € R.
« pour tout ¢t € |—oo, z|, |k (t)®(t)| = |h'(t)| ®(t) < D(t) car h € W
o les fonctions ¢ — |W/(¢)®(t)| et t — ®(t) sont continues sur R

(h € W donc h est de classe C' sur R donc b’ est continue sur R)

€T
« lintégrale / ®(t) dt converge (cf question 1.c))
—00
Par théoréme de comparaison pour les intégrales généralisées de fonctions continues et positives,
il vient que

X
/ h'(t)®(t) dt converge absolument donc converge

—00

Soit B < 0. On procéde ensuite par intégration par parties en posant
u'(t) = H(t) ult) = h(t)
u(t) = 0(t) V(1) = o(t)

Cette intégration par parties est valide car les fonctions u et v sont C! sur le segment [B, z].

/x W (t)®(t) dt ’ /m h(t)p(t) di

B B

Il
>
—~
~+
S~—
A
—
o~
S—

o]
|

Montrons que lim h(B)®(B) = 0.
B——o0

[h(B)®(B)| = [h(B)| ®(B)
< (|B] + |h(0)]|)®(B) (cf question 2.a))
< —B®(B) + |h(0)| ®(B) (car B <0)
D’aprés la question 1.b), lim B®(B) =0 et, a fortiori, lim &(B)=0.
B——o0 B——o0
On en déduit que Blim — B®(B) + |h(0)| ®(B) = 0 et, par théoréme d’encadrement,
——00

lim h(B)®(B) = 0.

B——o0

Or,
/ h(t)p(t) dt = h(x)®(x) — h(B)®(B) — / B (t)®(t) dt
B B
et tous les termes de droite admettent une limite finie lorsque B tend vers —oo.

xX

Ainsi, / h(t)p(t) dt converge et on peut écrire, par passage a la limite lorsque B tend vers
—0oQ

—00 :
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¢) En déduire que, pour tout x réel :

T +o0o
—/ W (1)(1) dt+/ WA — () di = — h(z)

—00 x

Démonstration. D’apreés la question précédente :
x “+o00
—/ B (1)®(t) dt +/ R'(t)(1 — ®(t)) dt
x —+00
=— (h(x)(b(q:) —/ h(t)p(t) dt) — h(z)(1 — ®(x)) +/ h(t)p(t) dt

—0o0

T +oo
bl () + [ hle)elt) de - ho) + bR+ [ b)) de
+o00
:/_ h(t)p(t) dt — h(zx) (par Chasles)

Remarquons maintenant que ¢ est une densité de N. La fonction h est continue sur R et, d’apreés
I’énoncé, h(N) admet une espérance. On en déduit par théoréme de transfert que 'intégrale

+o0
/ h(t)p(t) dt converge absolument (ce que 'on savait déja) et que
—0o0

[ hwet ar=mnvy =

—0o0

D’ou

T +oo
/ R (t)®(t) dt +/ B (t)(1 — ®(t)) dt = cp, — h(z).

—00 xT

3. a) Etablir que pour tout z € R,

0 (z) =1+ z0(x)
0" (x) =z + (1 + 2%)6(x)
O(—2)®(x) = 0(z)(1 — ()

Démonstration. La fonction @ est de classe C? sur R comme quotient de deux fonctions de classe
C? sur R dont le dénominateur ne s’annule pas.
Soit = € R.
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donc

D’autre part,

() (car ¢ est paire)

)
=(1—®(x))f(x) (par propriété de ®)

b) En déduire que f}, est une fonction de classe C! sur R qui vérifie, pour tout z réel :

fn(@) — 2 fp(x) = cp — h(2)
Pourquoi peut-on alors affirmer que f, est de classe C% sur R ?

Démonstration.

« Notons g; : = +— / R (t)®(t) dt.
0

La fonction ¢ + h/(t)®(t) est continue sur R donc g; est de classe C! sur R par théoréme
fondamental de 'analyse et, pour tout x € R,

0
« De maniére analogue, la fonction g9 : z +— / B'(t)(1 — ®(t)) dt est de classe C! sur R et,
€T

pour tout z € R,
ga(z) = —h'(z)(1 - @(z))

o Avec ces notations et par relation de Chasles, on a, pour tout x € R,

fule) =0(-a) ( | " W i+ ano)) +oa) ([ " - ) 1+ () )

—00

On en déduit que, par somme et produit de fonctions de classe C! sur R

fp est de classe C! sur R

Soit « € R. En utilisant les questions 3.a) et 2.¢), on obtient
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x

fi(z) = —9’(—37)/ R (£)®(t) dt + 0(—z)h' ()P (x)

—0o0

+00
+ 6 () / R (t)(1 = ®(t)) dt — O(z)W (z)(1 — ®(x))
=1 (z) (0(=x =®(x)))

_ (l—xﬁ(—m))/_x W (0)D(?) dt+(1+x0(x))/+oo B ()1 — (1)) dt
:—/x B (0)®(1) dt+/+oo B — (1)) dt
+ 2b(—) /x B (0)(t) dt + 26(x) /m (6 — B(t)) dt

= Chp — h(x) + l’fh(.l‘)

D’ou

fo(@) = 2 fn(x) = cp — h(x).
Pour tout z € R, f}(x) = ¢;, — h(x) + x fr(z).

Or,

e f est de classe C! sur R.

o h est de classe C! sur R.

Par somme et produit, il vient que f; est de classe C! sur R, i.e.

5, est de classe C? sur R.
[

¢) En conclure que, si X est une variable aléatoire admettant une espérance,
[E(7(X)) = E(R(N))| = [E(f4(X) — X fu(X))]

Démonstration. Montrons que E(f} (X) — X f,(X)) existe.
D’aprés la question précédente, pour tout = € R,

fi(@) =z fp(x) = cp — h(x)

On en déduit que
fn(X) = X fn(X) = en — h(X)

Or, ¢, est une constante et h(X) admet une espérance (car h € W et X admet une espérance)

donc ¢;, — h(X) admet une espérance par transformation affine.

E(f(X) — X fa(X)) existe.

On peut alors écrire

[E(fR(X) = X fr(X))] = [E(cp — h(X))]

D’ou

= |E(cp) — E(h(X))] (par linéarité de [’espérance)
= |ep — E(h(X))] (car cp, est une constante)
= |E(h(N)) — E(h(X))] (par définition de cy,)
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[E(h(X)) = E(h(N))] = [E(f(X) = X fn(X))].

O
4. Magjoration de | fp].
a) Montrer, en utilisant les égalités (R;), que pour tout x réel :
0(—2) / B(#) dt + 0(x) /+°° (1= () dt =1
Démonstration. Soit x € R.
0(—x) /w O(t) dt + 60(x) /+OO (1—®(¢)) dt
=0(—z) (z®(z) + ¢(z)) + 0(z) (—2(1 — (x)) + ¢(z))
=20(—2)®(x) + 0(—x)p(x) — 20(x)(1 — (x)) + O(x)p(x)
=z (0(=z =(2))) + (0(—2) + 0(x))p(z)
Or,
s p B ®(@)
A D)
= 1 ;(igx) + iég (car ¢ est paire et par propriété de @)
_ 1
 pla)
donc (6(—z) + 6(z))p(xz) =1 et finalement :
0(—x) /w O(t) dt + 0(x) /+oo (1 —-®(t)) dt = 1.
O

b) En déduire que pour tout z réel : |f(z)| < 1.

Démonstration. Soit © € R.

x —+00

)= o) [ ween aow) [

—0o0 x

B () (1 — ®(t)) dt‘

+oo
< |0(—x)] / B (t)(1 — ®(t)) dt‘ (inégalité triangulaire)

/; W (0)®(1) dt' +10(2)

< 0(-x)

/x B (1)) dt‘ +0(x) /m (5 — B(t)) dt' (Yy € R, 0(y) >0)

T +o0
< 9(—50)/ W (t)®(t)| dt + 9(3:)/ W (t)(1 — ®(t))| dt (inégalité triangulaire)

x “+o00
< 9(—:c)/ W (t)| ®(t) dt + 9(:0)/ W) (1—®(@) dt (VteR, 0<P(t)<1)

x —+oo .
h € W et croissance
< «9(—:5)/ O(t) dt + G(x)/ (1 —®(t)) dt ge Vintégrale)

=1 (cf question 4.a))
Ul

9
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5. Majoration de |f/].

a) Montrer que pour tout x réel :

0" (—x) /; O(t) dt + 60" (z) /:OO (1-®(t) dt =1
Démonstration. Soit x € R.
0" (—x) /; (t) dt + 0" () /;OO (1—®(t)) dt
_ (—x+(1+(—x)2)9(—x))/; (1) di

b+ (1 +22)0() /m (1— ®(1)) dt (cf question 3.a))

o= [ wwar [T a- o )
+(1+2?) (G(x)/ ) dt + 0(z /+OO )

= 2(—2®(z) — p(z) — (1 — (x)) + ¢(2)) (¢f (R1))
+(1+4+2%)x1 (cf question 4.a))
= o(—2P{T] — pha] — @ + 26T) + o)) + 1+ 2
= — 2241422
=1
On a bien

0" (—x) /w (t) dt + 0" (x) /ﬂo (1—®(t)) dt =1.

b) Etablir pour tout z réel 1'égalité :

x —+oco
fl(z) = —h(z) + 0”(—x)/ R (t)®(t) dt + 0”(3:)/ B (t)(1 — ®(t)) dt

Démonstration. Soit x € R.

« D’une part, f}(x) = xfn(x) +cp —h(x) (cf question 3.b)) donc, en dérivant (ce qui est possible
car f est de classe C? sur R) :

fil (= ) fu(@) + 2 fp,(x) — W (x)
fu(@) + z(@fu(@) + en — h(x)) = B (2)
—h () + (1 + %) fu(@) + x(cp — h(2))

10
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« D’autre part, en reprenant la logique du calcul de la question précédente :

“+o00

9”(—9;)/1: B (5)®(?) dt—i—ﬁ”(x)/ B ()1 — () dt

—00 T
xT

= (—z+ 1+ (—a:)2)9(—1:))/ R (t)®(t) dt

“+00

+ (z 4+ (1 +2%)0(x)) / B (t)(1 — ®(t)) dt (cf question 3.a))

xT

o <— /_Oo B (1)®(2) dt+/:oo ()1 — B(t)) dt)

+ (1447 <9(—m) /x B (D) dt + 0() /+°° B — B(1)) dt)

—00 x

= z(ch — h(x)) + (1 + 2°) fu(2) (cf question 2.c))

On a bien

xT

f(z) =—h'(z)+ W(—x)/ B (t)®(t) dt + 6”(9:)/ B (t)(1 — ®(t)) dt.

—00 T

O

¢) Etudier les variations sur R de la fonction z — ®(z) + SU ———5®(z). En déduire son signe et le
x

1+
signe de 6"

En conclure que, pour tout z réel : |f;(z)] < 2

x
Démonstration. On note g : x — ®(x) + ———p(z). La fonction g est dérivable comme somme

1+
et produit de fonctions dérivables sur R. Soit = € R.

1+ 22— 222 x
/ o /
1— a2 T
= p(z) + m@(@ - WJE@(ZL‘)
= @) (1+222+1 -2 221+ 27
(14 22)2
= (193_(37)2)2 (1 +222 4t 1 —a? -2 — x4)
x
_ 2@
(14 22)2
Donc
g est strictement croissante sur R.
De plus,

e lim ®(z) =0 car ® est une fonction de répartition
T—r—00

X
 Jm mms =0
o lim ¢(z)=0

T——00

11
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donc
lim g(z)=0+0x0=0
T——00
On en déduit que
pour tout z € R, g(z) > 0.
\
Le tableau de variations de g est :
e 1
T —00 +0o0
Signe de ¢'(z) +
1
Variations de g /
0
D’autre part,
0"(x) = x4+ (1 + 22)0(z) (cf question 8.a))
®(x)
=z+ (1+2%)—=
p(x)
1+ 22 x
pu— @
o7 (et 200
1+ 22
= 9(x)
o()

On en déduit que

pour tout z € R, 6" (z) > 0.

Ensuite,
|fi ()]
:‘—hﬂm)+9%—x{/£ h%ﬂ@@)dt+9%x%/+m R'(t)(1 — ®(t)) dt

N

N

x —+oco
1+H%ﬂ0/ MWMQQ)ﬁ+0%@/P W (t)] (1 — ®(¢t)) dt

x “+00
<1+0%ﬂw/) wwdt+W@ﬁ/ (1—®(t)) dt
<1+1=2
On a bien

| £y ()] < 2.

7;0 +oo
W (z)| + |0"(—=)] 3 |W (t)®(t)| dt + ‘G/I(x)l/ |W(t)(1 — ®(t))| dt (inégalité triangulaire)

(h € W et croissance
de lintégrale)

(cf question 5.a))

12
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Partie 2 - Majoration uniforme de la distance de Kolmogorov

Dans la suite du probléme, si X est une variable aléatoire de fonction de répartition F, on définit,
pour tout x réel, dx (z) la distance de Kolmogorov au point = entre la loi de X et la loi normale centrée
réduite par :

dx(z) = |Fx(z) — ®(z)|

1 sit<z

On définit, pour tout x réel, la fonction hy sur R par hy(t) = _ .
0 sit>x

Commentaire \

Contrairement & ce qui a pu se voir les années précédentes, le concepteur du sujet a préféré ici
ne pas introduire la notation des fonctions indicatrices d’intervalles. Cependant, la fonction
hy n’est rien d’autre que 'indicatrice de l'intervalle |—oo, 2] :

hm == ]1]_0071,}

La question 6. est alors une question classique de reconnaissance d’une loi de Bernoulli
construite & ’aide d’une indicatrice.

\ J

On définit aussi la fonction v sur R par :

1 sit<0
v(t) =<0 sit>1
1-3t2+2t3 site0,1]
Soit X une variable aléatoire.

6. Pour tout z réel, quelle est la loi de la variable aléatoire h;(X)? En déduire que E(h;(X)) existe
et vaut Fx(x).

Démonstration. Soit x € R. La fonction h, est a valeurs dans {0,1} donc h,(X)(2) C {0,1}. On
en déduit que h;(X) suit une loi de Bernoulli. Notons p son paramétre. Par définition(s) :

Finalement,

hz(X) = B(Fx(z)), donc h;(X) admet une espérance et E(h, (X)) = Fx(x).

O

7. a) Ecrire une fonction Python gamma(t) qui calcule et renvoie la valeur de (t), ¢ étant donné.

Démonstration.

13
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[ B [ [ [ N N N

def gamma(t):
if t < 0:
return 1
elif t > 1:
return O
else:
return 1 - 3 * t*x*2 + 2 * t*xx3

O

b) Utiliser la fonction précédente pour écrire un script qui affiche le graphe de v sur le segment
[—1,2] dans un repére.

Démonstration.

[ IS N T P

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
abscisse = np.linspace(-1,2,100)
ordonnees = [gamma(t) for t in abscisse]
plt.plot(abscisse, ordonnees)

plt.grid()

En compilant ce script, on obtient le graphe :

10

0.8

06

0.4

0.2

0o

-1.0 -0.5 0.0 05 10 15 20

8. a) Montrer que v est continue sur R, de classe C! sur R privé de 0 et 1.

Démonstration. La fonction v est de classe C*

« sur U'intervalle ouvert |—oo, 0] car constante sur cet intervalle

« sur U'intervalle ouvert |1, +oo[ car constante sur cet intervalle

« sur U'intervalle ouvert |0, 1[ car polynomiale sur cet intervalle

Ainsi,

7 est de classe C! sur R privé de 0 et 1.

Il reste & montrer que ~ est continue en 0 et en 1.

o Continuité en O :

14
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< 7(0) =1
x lim ~(t) =1
t—0—
li t)=1
Y
donc

7 est continue en 0.

o Continuité en 1 :
x ¥(1)=1-3+2=0
x lim v(t)=1-3+2=0
t—1—

x lim ~(t) =0

t—1+
donc

7 est continue en 1.

b) Etudier les variations de «y sur [0, 1] et montrer que pour tout ¢ € R, v(t) € [0, 1].

Démonstration. D’apreés la question précédente, v est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1[.
Soit t €10, 1].

' (t) = —6t + 6t
= 6t(t — 1)

6t >0ett—1<0donc/(t) <O0.
On en déduit que

7 est strictement décroissante sur [0, 1].

Le tableau de variations de v est :

t 0 1

Signe de +/(t) —

Variations de \

D’apreés ce tableau de variations, pour tout ¢ € [0, 1], v(¢) € [0, 1].
De plus, pour tout ¢t < 0, y(t) =1 € [0, 1] et pour tout ¢t > 1, v(¢t) =0 € [0, 1].
D’ou

0

pour tout t € R, v(t) € [0, 1].

¢) Etablir que v est dérivable en 1 et que 7/(1) = 0.
On montrerait de méme que v est dérivable en 0 et que 7' (0) = 0. On l’admet.

y(t) = y(1) _ (1)
t—1 t—1°

Démonstration. Soit t # 1. Puisque (1) =0, on a

On sépare ensuite deux cas.

15
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e Premier cas : ¢t > 1

W) —(1) _ 0
t—1 t—1

—~(1
done lim Y® =71
t—1t t—1
e Deuxiéme cas : 0 <t <1

=0.

v(t) —v(1) 1 -3t +263

t—1 t—1
-1 -t-1)
B t—1
=% —t—1

done tim 1= o 4y

t—1- t—1
t) — (1
70 =7 _ ) done

Finalement, lim
t—1 t—1

7 est dérivable en 1 et /(1) = 0.

d) Justifier que vy est de classe C' sur R et que pour tout ¢ réel |y/(¢)| <

| W

Démonstration. On a vu dans les questions précédentes que
e 7 est dérivable sur R
o 7y est de classe C! sur R privé de 0 et 1.
Il reste & montrer que ' est continue en 0 et en 1.
e En0O:
x pour tout t < 0, 7/(t) = 0 donc tl_i:%lf v (t) =0 =+'(0)

x pour tout 0 <t < 1,~/(t) =6t(t — 1) donc lim ~/(t) =0 =+/(0)

t—0+

e« En1l:
x pour tout 0 <t < 1,~/(t) =6t(t — 1) donc lim ~/(t) =0=1+'(1)
t—1-

x pour tout t > 1, 4/(t) =0 donc lim ~/(t) =0=+/(1)
t—1+

Donc

~ est de classe C! sur R.

Soit t € R.
e Sit<0,9/(t) =0 donc |7 (t)] <

e Sit>1,4'(t) =0 donc [y (t)] <

N N w

16
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e Si0<t<1,9/(t)=06tt—1).

1
Or, l'inégalité p(1 — p) < 1 valable pour tout p € [0, 1] est classique et on en déduit que

17/ ()| = [6¢(t — 1),
— 61— 1)

Finalement, on a bien

3
pour tout ¢ réel |7/ (t)] < 7

O

On suppose dans la suite de cette partie que X admet une espérance et on considére un réel Mx qui

vérifie, pour tout h € W, |E(h(X)) —E(h(N))| < Mx.

Commentaire \

L’énoncé n’est pas trés clair ici. Est-ce que 'on suppose seulement que X admet une espé-
rance ou est-ce que 1’on suppose aussi l’existence d’une telle constante Mx 7 Si ’on suppose
seulement que X admet une espérance, il faudrait alors que ’énoncé admette 'existence de
My, ce qui n’est pas écrit explicitement, ou bien demander de fournir une preuve, ce qui
n’est pas non plus fait. Est-ce que le concepteur du sujet considére que cette existence est
évidente ? Cela parait peu crédible.

Détaillons 'argument. On suppose seulement que X admet une espérance. Soit h € W.
D’aprés la question 2.a),

[h(X) = h(N)| < |[X = N| < |X]+ |N]

On remarque ensuite que,

« si Y est une variable aléatoire, Y admet une espérance si et seulement si |Y| admet une
espérance (on peut faire la preuve dans le cas discret ou le cas & densité, mais pas dans le
cas général)

« en cas d’existence, par inégalité triangulaire :
[E(Y)] < E(]Y])

(ici on peut faire une preuve générale en utilisant la croissance de l’espérance)
Puisque X et N admettent chacune une espérance, toutes les variables aléatoires en jeu
admettent une espérance et on peut écrire, par linéarité et par croissance de ’espérance :

[E(h(X)) = E(h(N))] = [E(h(X) = h(N))| < E(|A(X) = h(N)]) <E(IX]) + E(|N])

On pose alors My = E(]X|) + E(]N|), qui ne dépend pas de h et qui vérifie bien la propriété
voulue.

Le concepteur a sans doute fait le choix de ne pas tester les candidat-es sur ce raisonnement
abstrait, préférant poser d’autres questions. Il aurait alors été préférable d’écrire :

On suppose dans la suite de cette partie que X admet une espérance. On admet alors qu’il
existe un réel Mx qui vérifie, pour tout h € W, |E(h(X)) — E(h(N))| < Mx.

17
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—x
9. Soit t > 0 et x un réel. Pour tout y € R, on pose k,(y) = <y ; )

a) Montrer que pour tout y réel, h,(y) < kz(y).

Démonstration. Soit y € R.

o Premier cas : y < z. Alors
X hx(y) =1.

x y—x < 0ett>0donc i < 0 donc k$(y):7<y;$> = 1 par définition de ~.
On a bien hy(y) < kg (y).
o Deuxiéme cas : y > x. Alors
x hy(y) = 0.
x pour tout u € R, y(u) € [0,1] (cf question 8.b)) donc k,(y) = v <y ; x> >0

On a bien hy(y) < kz(y).

Pour tout y réel, hy(y) < kz(y).

b) On admet 'existence de E(ky(X)) et de E(k;(N)). Justifier 'inégalité suivante :
E(he (X)) = E(he(N)) < E(kz(X)) = E(k(N)) + E(kz(N)) — E(ha(N))

Commentaire \

On peut démontrer l'existence de E(k;(X)) et de E(ky(N)) en utilisant le résultat

admis dans le préambule du sujet. On démontre un peu plus loin que g : u — ?th (u)
est une fonction dans W. Ce résultat pourrait étre démontré dés maintenant. On en
déduit alors que g(X) et g(N) existent. Or, kz(X) (resp. kz(N)) est une transformée
affine de g(X) (resp. g(IV)) donc k,(X) et kz(N) admettent également une espérance.

J

Démonstration. D’apreés la question précédente :

donc

Par croissance de ’espérance :

On en déduit que
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c)

Commentaire \

Il peut paraitre assez surprenant de rajouter un terme « qui ne sert a rien » de maniére
artificielle & la toute fin, alors qu’on aurait pu s’arréter a la majoration

E(he (X)) = E(ha(N)) < E(kz (X)) — E(ha(N))

Cette opération est en fait assez courante lorsque 1’on souhaite majorer une différence
de deux termes qui différent de deux paramétres (premier paramétre : la fonction k,
ou la fonction h,, deuxiéme paramétre : la variable aléatoire X ou la variable aléatoire
N). On diminue la difficulté en ne faisant varier qu’un seul paramétre a la fois, mais
on a alors deux termes a majorer. C’est ce que fait le sujet en nous faisant majorer le
terme E(k;(N)) — E(h,(N)) dés la question suivante.

De maniére plus abstraite, on écrit souvent

f(xmy) - f(a7b) = (f(xuy> - f(x7b)) + (f(x7b) - f(aab))

et on majore alors le terme f(x,y)— f(z,b) puis le terme f(z,b) — f(a,b) afin d’obtenir
une majoration de f(z,y) — f(a,b).

T+t
Montrer que E(k;(N)) — E(hy(N)) = / ky(u)o(u)du.

Démonstration. Calculons tout d’abord les deux termes séparément :

o La fonction k, est continue sur R comme composée de v et d’'une fonction affine toutes les
deux continues sur R (cf question 8.a)). De plus, il est admis que k;(N) admet une espérance.
Par théoréme de transfert :

400
Bllu(V) = [ k()
Soit u € R, on a :
ko(u) = 0 <= 7<“;$> =0
= ; T2 (cf question 8.)
= u—x >t (cart>0)
<~ uzxr+t
donc ot
Blk(V) = [ (e
E(hy(N)) = Fy(x) (cf question 6.)
= ®(x)
= ' o(u)du
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Soit u € R, on a :

kp(u) =1 <= ’y(u;x =1
— ; <o (cf question 8.)
— u—xz<0 (cart>0)
<~ u<<zT
donc .
Bu(V) = [ Ka(w)p(u)du
—o0
Finalement,

Commentaire \

Cette question est difficile car elle demande une prise d’initiative : faire apparaitre
k.(u) 1a ou il n’est pas naturellement.

La premiére idée doit étre de penser au théoréme de transfert lorsqu’on doit montrer
une égalité entre une espérance et une intégrale. A partir de 13, il faut s’efforcer de
faire apparaitre les termes de la formule de fin. Une bonne approche est de conjecturer
des égalités au brouillon qui permettraient de faire le lien entre la formule que 1'on a
démontré et celle que I'on cherche & obtenir, puis & vérifier que ces conjectures sont
vraies.

O

. 2t
d) Etablir que la fonction g, définie sur R par g : u — gk:z (u), appartient & W. En déduire que :

3 t
E(hm(X)) _E(hx(N)) < ?tMX + \/72? 2tM 9

Démonstration. La fonction k, est de classe C! sur R comme composée de v et d'une fonction

affine toutes les deux de classe C! sur R (cf question 8.d)). Ainsi, g est de classe C! sur R comme
transformée affine de k. Soit u € R.

/] = [kt

2t1 (u—x)‘
=)

=Wl Wl N

N

(cf question 8.d)

M|
\ A
~

donc
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geW.

D’aprés 'énoncé, pour tout h € W, |E(h(X)) — E(h(N))| < Mx. On applique ce résultat a la
fonction g :

E(g(X)) ~ Blg(N))| < M
B (k) - @th(m)‘ < My

2t
donc 3 |E (k. (X)) —E (kz(N))| < Mx (par linéarité de l’espérance et cart > 0)

donc

done [E (kz(X)) — E (kz(N))| < 5 Mx

D’aprés les questions 9.b), 9.c) et ce qui précéde :

E(he(X)) = E(he(N)) < E(k(X)) = E(kz(N)) + E(k(N)) — E(ha(N))

|[E(kz (X)) = E(kz(N))| + E(kz(N)) = E(he(N))

NN

du < —
U< —.
S V2r
On le fait en appliquant a deux reprises la croissance de I'intégrale, les bornes étant rangées dans
l'ordre croissant (t > 0 donc < z +1t) :

T+t
Il reste & montrer que / kg (u)p(u)
x

(par inégalité triangu-
laire et car x < x+1t)

V2T
SAL A R
< e 2 du ky(u)| <1 cf question 8.b
| = (ko] <1 f g ))
T+t 1 U2 2
< ——du —— < 0donce 2 <1
| = - )
_ t
V2T
D’ou
E(ha(X)) — E(hp(N)) < My + ——
x x <X o X \/%
t t
Ensuite, 7 > 3 donc 27 > 6 > 4 donc 27 > v/4 = 2 donc < = (car t > 0).
Vor 2
On a bien
3 t 3 t
M <M hd
o x + TR X +
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On admet de méme, qu’en utilisant la fonction ky—y, on a :

3

E(ha(N)) = E(ha(X)) < 5

t
M —
X+2

3 t
10. En étudiant la fonction ¢ — EMX + = sur |0, +oo[, en déduire que, pour tout x réel,

2
[E(ha (X)) = E(ha(N))| < v/3My, puis que dx (z) < v/3Mx (Rz)
Démonstration. Soit ¢ : t — %Mx + % La fonction 1 est dérivable sur |0, +o0[. Soit ¢ € ]0, +00].
Yl = — oy Mx +
2 —3Mx
2t2
_ (= + T ar M = 0)
Ainsi,
V() >0 e (t_\/WXQ)t<2t+m> >0
e t—/3Mx >0 (car 2t > 0 et t +/3Mx > 0)
— t > +/3Mx
et, de plus,

3Mx \/3MX \/3MX \/3MX
V3Mx) = = =\/3M
W ) M | 2 2 T3 X

Le tableau de variations de 1 est donc :

t 0 3Mx +0o0
Signe de 9’ (t) — 0 +
400 +00
Variations de 1) \ /
V3Mx

Soit € R. D’aprés la question 9.d), I'’encadrement
—¥(t) < E(he(X)) — E(ha(N)) < (1)
i.e. , I'inégalité
[E(he (X)) — E(ha(N))| < ()
est valable pour tout réel ¢t > 0.
On peut donc choisir ¢t = \/3Mx et obtenir :

[E(he (X)) = E(ha(N))| < ¢(v3Mx) = v3Mx.

Il reste a interpréter le terme de gauche. D’aprés la question 6.,
E(ho(X)) = Fx(z) et  E(h(N)) = Fy(z) = &(a)

d’oul

dx (x) = |Fx(z) — ()| = [E(he(X)) = E(ha(N))| < v3Mcx.
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Partie 3 - Estimation d’une densité

On considére X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition F' et de densité de probabilité
f qui dépendent d’un parameétre inconnu 6, ou # € ©, © un intervalle de R.

Soit @ un point de continuité de f, fixé. On souhaite estimer f(a).

Par exemple, si X suit la loi exponentielle de paramétre 6 et ¢ > 0, on souhaite estimer fe =92,

Ond
X.

ispose pour tout § € O, d’une suite de variables aléatoires (X;);>1 indépendantes de méme loi que

On choisit une suite (hy,)n>1 de réels strictement positifs tels que :

Pour

et fn

lim h,=0et lim nh, =4+
n—-+oo n—-+o0o

tout n € N*, et w € ), on définit :

Cp(w) comme le nombre d’indices i € [1,n] tels que X;(w) € Ja — hy,a + hy|

! Ch(w).

(@ZM

Commentaire

La notation f, peut faire penser a une fonction d’une variable réelle, mais c’est bien une
variable aléatoire qui est définie ici. D’ailleurs, si doute il y avait, la question 13. parle de
son espérance.

11. On suppose que l'on dispose d’un fichier stats.csv qui comporte une colonne nommée salaire.
On considére que les valeurs de cette colonne constituent la réalisation d’un échantillon de la loi de
X dont la taille dépasse 10000.

a) Aprés avoir exécuté import pandas as pd, quelle(s) instruction(s) permet(tent) de lire dans le

b)

fichier stats.csv les valeurs de la colonne salaire et d’affecter cette série pandas obtenue a
une variable échantillon?

On supposera que le fichier stats.csv se trouve dans le répertoire de travail.

Démonstration.

1 donnees = pd.read_csv(stats)
2 échantillon = donnees[’salaire’]

O

On souhaite calculer et afficher f,(w) pour a donné, lorsque la réalisation d’un échantillon
(X1 (w), ..., Xp(w)) de la loi de X est représentée en Python par échantillon et, pour tout
neN* h,=—.

n \/ﬁ

Compléter le script suivant pour qu’il réalise cette tache.
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float (input (’a=’))
= échantillon. count ()
1 / np.sqrt(n)

0

for i in range(n):

QP B o
I

if ... and ...:
oo =1
print(C / ...)

Lo e B = [ S N O S N

Démonstration.
1 a = float(input(’a=’))
2 n = échantillon.count()
3 h =1/ np.sqrt(n)
4+ C=0
5 for i in range(n):
6 if échantillon[i] > a - h and échantillon[i] < a + h:
7 C +=1
g print(C / (2 * n * h))

O

12. Montrer que C), suit une loi binomiale de paramétres (n,p,) en précisant l'expression de p,, en
fonction de a et h,,.

F(a—i—hn)—F(a—hn)'

En déduire que E(f,) existe et vaut : 57
n

Démonstration. L’expérience aléatoire consiste en la répétition de n épreuves de Bernoulli indépen-
dantes et identiques (les variables aléatoires X; étant indépendantes de méme loi), le succés étant :
« Xi(w) € Ja — hp,a+ hy[ » On note p, la probabilité de succes.

La variable aléatoire C,, compte le nombre de succés.

On en déduit que

Cp — B(n,pp).

De plus,

P(la — hy, < X < a+ hy))
F(a+ hy) — F(a— hy) (car X est a densité)

Pn

pn = F(a+ hy,) — F(a— hy).

La variable aléatoire C,, admet une espérance. On en déduit que f, admet une espérance en tant
que transformée affine de C), et

1
"~ 2nh,
1
2uh,
F(a+ hyp) — F(a— hy)
2hy,

E(Cy) (par linéarité)

Apn
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Commentaire \

On peut faire dans cette question un peu de rétro-ingénierie et s’aider du résultat donné
dans I’énoncé pour trouver p, si on bloque sur le calcul.
F(a+ hy) — F(a— hy)

2h, ’

On cherche p,, et on sait que E(C,,) = npy,. Or, f, =

L’énoncé nous donne E(f,) =

1
——C,, donc C,, = 2nh, fr,. Dol
2nh,,
F(a+ hy) — F(a— hy)

np, = 2nh, 5T,
n

=n(F(a+ hy) — F(a— hy))

donc
pn = F(a+hy,) — F(a— hy)

13. a) En utilisant la dérivabilité de F' en a, montrer que 1iIJ1rl E(fn) = f(a).
n—-+0o0

Démonstration. a est un point de continuité de f donc F' est dérivable en a. La fonction F
admet alors un développement limité & 'ordre 1 au point a qui s’écrit :

F(a+h) = F(a) + hF'(a) + hoo(h) = F(a)+ hf(a) + hoo(h)
Puisque h,, — 0, on peut écrire que :
n——+0o00

F(a+ hy)=F(a)+ hnf(a)+ o (hyn) et F(a—hy)=F(a) = hnf(a)+ o (hyn)

n—-+oo n—-+oo

D’ou

(F(a) +hnf(a)+ o (hn)) = (F(a) = hnfla)+ o (hn))

n—-+oo n——+oo

2hy,

2hnf(a) + o (hn)

n——+oo

2hy,

n—-+oo

donc on a bien

E(fn) — fla).

n——+oo

b) Montrer que V(f,) existe et que lim V(f,)=0.

n—-+00

Démonstration. La variable aléatoire C,, admet une variance. On en déduit que f,, admet une
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variance en tant que transformée affine de C), et

1
= ——=V(C,) (par propriété de la variance)

(2nh,)?

1
= 78 1 o Pn 1— n
2" (1—pn)
_ L1=Pn Pn
2nh,, 2h,

1 — Pn
S, (fn)

Or, on a vu a la question 13.a) que p, — 0et E(f,) — f(a).
n——+00 n—+o0o

De plus, par hypothése, nh, — 4o0. Il vient alors
n—+0o

V(f)) — 0x f(a) =0.

n—-+00

O

On suppose désormais, que f(a) > 0, que pour tout n € N*, p, €10,1[, que F est de classe C* au

voisinage de a et que lim nh3 = 0.
n——+o0o

On note pour tout n > 1, o, = \/npn(1 — py) et 0, = \/2h, f(a).
C, — A )
On définit les variables aléatoires : D,, = L L fn= n\/ﬁ( fn— fla)).
On f((l)
14. a) En utilisant le développement limité de F' & 'ordre 2 au point a, montrer que :
pn = 2haf(a)+o(hy) = 67 +o(hy)
—+00

n—-+o0o n

Démonstration. F est de classe C? au voisinage de a donc admet un développement limité d’ordre

2 au point a qui s’écrit :

Fla+h) = F(a) + hF'(a) + %hQF”(a) + o (1) = Fla) + hf(a) + %th”(a) + oo (W)

h—0 h—0

Puisque h,, — 0, on peut écrire que :
n—+00

F(a+ hy) = F(a) + hpf(a) + %h%F”(a) + o (h?)

n—-+oo

et

Fla—hn) = Fla) = hafa) + GR2F" @) + o (i)
D’ou
pn = F(a+ hy) — F(a — hy)

= Fl@)+ haf(0) 4 302"+ o (1) = (Fla) = huf(@) + 3HEF" (@ + o (1)

n—-+oo n——+oo

n—-+oo

=0, + o (hy)

n—-+oo

par définition de 6,,.
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b) En déduire que : p, ~ 2h,f(a), puis que lim np, = +o0.
oo n—-+oo

n——+

Démonstration. On a, d’aprés la question précédente,

o_(hy)

n——+oo

DPn = 2hnf(a) +

Or, f(a) > 0 et pour tout n € N*, h,, > 0, donc

Pn
2hn f(a)

=14+ o

n——+oo

(hn)

Pn

hp, — Odoncl+ o (hy,) — 1donc

n——+o00 n—+oo n—r—+00 2h, f(a) n—+oo
Pn 2hnf(a)'
n——+oo
On en déduit que
npn n_:oo 2nhnf(a)

1 donc

Or, 2f(a) > 0 et nh, — +oo donc, par produit, 2nh, f(a) — oo et finalement

n—-+o0o

—
n—-4o00

npn +00.

On

O/

Montrer que fn = D, ++/n <§n — 9n> et que 'on a :
n

lim
n——+o0o

. On
lim

n—+oo O,/

’ On

Démonstration.

e D’une part :

NG

o= 2 (4 = (@)
=,
= By O

1

= mcn - 6?n\/ﬁ

n—+o00o

(3 o)
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o D’autre part :

On

N

Pn
On,

Dn+\/ﬁ<

_gn) _

Cn_npn pn_er%

o TV
Cn_ n n_ag
_ "o P

O/ O/
_ Cy — npr + npy — nb?
N O/

1 o o_ n@,%
=i o
1
D’ou
P On DPn
- _ 9 p P g.).
I = G Ve (en )
De plus,
On npn (1 — pn)
NG NG
_ pn(l _pn)
On
_ pn(l _pn)
2hn f(a)
pn(l _pn)

On
Gn\/ﬁ n—-+oo
Enfin,
Pn Pn — 0721
\/ﬁ s en = \/ﬁ
0, 0,
o (h3)

n—-+oo

V2l f(a)

)

(\/ﬁhﬁ

= Vi

= o0
n—-+oo
= o (\/nh%)
n—-+oo

(cf question 14.a))

Or, par hypothése, nh? n_>—+>oo 0 donc y/nh3 n_>—+>oo 0 et finalement,

Pn_y

i

— 0.

n—-+0o0o

)
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Commentaire \

Le nombre de notations intervenant dans la formule fn _ _In D, ++/n Pn _ 0,,
O/ 0,

et sa preuve est assez impressionnant. Il est difficile dans ces conditions de trouver du
premier coup comment faire un calcul direct en partant d’un terme et en arrivant a
lautre.

La meilleure méthode dans ces cas la est souvent de calculer et de simplifier les deux

termes en paralléle au brouillon, en essayant de tout exprimer en fonction des mémes
notations.

Il est normal pour un calcul difficile comme celui-ci de devoir tester plusieurs pistes.
Le résultat étant donné dans 1’énoncé, il ne faut pas hésiter & 'admettre si I'intuition
ne vient pas aprés quelques échecs.

O

On admet, dans la suite de cette partie, que (fp)n>1 converge en loi vers N ce qui implique que pour
tout (x,y) € ]RQ, avec T L Y, on a :

lim Pz < fn <y) = 2(y) — (z)

n—-+o0o

15. Soit o € ]0,1[. On pose 1, = t2 ol t, est le quantile d’ordre 1 —  de la loi normale (0, 1).

a) Montrer que ngrfoo P <(f(a))2 - <2fn + 22(;;”) fla)+ f2 < O) =1-a.

Démonstration. Par définition ®(t,) =1 — §.

De plus,

[U@f—@h+£@)ﬂ@+ﬁ<ﬂ—}ﬂ@”ﬂhﬂw—"“ﬂ@+ﬁ<ﬂ

2 nd? 2
<n—ﬂm)<f@nﬁﬂw4
[0 n2hyf(a) 2
- [ 2l By
- [f2<

ti}
= |—tq < fn < tai|

Par convergence en loi de (f,)n>1 vers N, on a

P ([—ta < fn < taD — D(ty) — B(—ta) =20(te) —1=1—«

n—-+0o

D’ou
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lim P

n—-+o0o

(s = (25 +

U
2nh,

)@+ <o) =1-a

Commentaire

pour f(a) au niveau de confiance 1 —

qui est admise.
On se souvient alors que

A

fn:

donc il faut faire apparaitre le terme

(fn = f(a))®.

O/

On commence & construire dans cette question un intervalle de confiance asymptotique

Q.

Il faut donc nécessairement faire apparaitre f, et t, pour utiliser la convergence en loi

fn - f(a)

On fait le lien avec les termes (f(a))? et f2 qui font penser au développement de

O
2
b) On note, pour n > 1, A, = \/<fn + 42?%) - f2.
Montrer que :
ngg}o@P(f(a) € [fn+&—An,fn+£+An]> —1-a
Démonstration.
(@2 = (24 5 ) S0+ £2 < 0] = (7@ = 25(@) (o + 4o ) + £ <0]
r 2 2
_ - Ta _ Mo 2
~(r@ = (o 12) <n+%m>+n<q
: 7 ? Yl ? 2
(o (o)) < (5 ) 4]
r 2
_ _ Na 2
[0 )y =
_ [ Na
- __An < f(a) - fn + 4nhn < An:|
_ [ N TN
_ Moo T
= |fla) € [fn+ Tn, ~ Bn Pt - +An”

D’aprés la question 15.a), on a bien

lim P

n—-4o00

(f(a)e [f”—hhnzizn_Anafn-FmZizn—i—AnD:l_a_
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Commentaire \

Puisque 'on cherche & construire un intervalle de confiance asymptotique pour f(a)
au niveau de confiance 1 — «, il faut réussir a isoler f(a) dans I’événement dont on
controle la probabilité (celui de la question précédente).

On se rend alors compte que I'expression

12 = (20 + 515 ) sla)+ 1

n’est rien d’autre qu'un trinéme du second degré en f(a). On met donc en place dans
cette question le calcul classique de mise sous forme canonique d’un trinéme du second
degré.

On peut aussi remarquer que

2 2
<fn+ "“ ) —f= R+ +< - ) - 12

4nh, 4nh,

4
U o\’
—92f, o o >
Uy 4dnhy, + (4nhn> 0

donc A,, est bien définie.

Partie 4 - Convergence « uniforme » en loi vers la loi normale

Soit n € N*. On considére n variables aléatoires X1, ..., X,, indépendantes centrées qui possédent un
moment d’ordre 3. On admet alors que ces variables aléatoires possédent une variance.

n n
On pose, pour tout k € [1,n], IE(X]%) = v, Sp = Y. Xk, Y =S — X}, et on suppose que Y v = 1.
k=1 k=1

Soit f une fonction de classe C? sur R telle que pour tout = réel, |f(z)| < 1 et [f"(z)] < 2.

On admet que si X et'Y sont des variables aléatoires possédant une espérance alors E(Y f(X)) et
E(f (X)) existent.

n

16. @) Montrer que 3= wE(f/(S,) ~ £/(Y0) + 3 B(XEf(Y4)) = B(7/(5.).

Démonstration.

o Les variables aléatoires X} possédent chacune une variance donc possédent chacune une espé-
rance.

e On en déduit que S, et Y, admettent également une espérance comme sommes de variables
aléatoires admettant chacune un espérance.

o D’apreés le résultat admis, f/(S,,) et f/(Yx) admettent donc une espérance.
Par suite, f/(Sy) — f/(Yx) admet une espérance.

o Pour finir, Y, =S5, — X = Xi +-- -+ X1 + Xpy1 + - - - + X, donc par lemme des coalitions,
YY) et X} sont indépendantes. Toujours par lemme des coalitions, X,f et f/(Yy) sont aussi in-

dépendantes. Puisque ces deux variables aléatoires admettent une espérance, on peut conclure
que X7 f'(Y)) admet une espérance.

31



ECG2 Mathématiques

e On peut maintenant faire le calcul :

3 wE(f(S0) ~ £ () + 32 B(XES (1)

k=1
:él ok (E(F(Sn)) — B(f (Vi) + E E(X2f (V) (par linéarite)
=3 uE((S)) — 3 uE(f (V) + 32 E(XEF(Y)))

k=1 k=1 k=1

=E(f'(Sn)) i vk — 2 E(X? (Yr)) + i E(X? (Yx)) (par indépendance)

=E(f'(5n)) (car i v =1)

k=1

b) Montrer que é E(X, [f(Sn) — f(Y)]) = é E(X4f(S0)) = E(Snf(Sn).

Démonstration.

« Les variables aléatoires X}, et S,, admettent une espérance donc Xy f(S,) admet une espérance

n
(cf résultat admis). Par somme S, f(S,) = > X f(Sn) admet aussi une espérance.
k=1

« Les variables aléatoires X}, et Y; admettent une espérance donc Xy, f(Yy) admet une espérance
(cf résultat admis).

« Par somme, X f(S,) — Xif(Yr) = Xi(f(Sn) — f(Yx)) admet une espérance.

« Les variables Y3 et X} sont indépendantes donc par lemme des coalitions, f(Y%) et X} sont
aussi indépendantes.

e On peut maintenant faire le calcul :

é E(X, [£(S0) — FO0))
:é E(Xpf(Sn) — Xk f(Yi))
=3~ (B(Xf () - EXf () (par lincarité)
=30 B(Xif(S0) — 3 (X4 f(V0)
k=1 k=1
:kZ::1 E(Xkf(Sn)) — kgl E(Xp)E(f(Yy)) (par indépendance)

I
NIE
=
>
El
=
2

(car Vk € [1,n], E(Xy) =0)

B
Il

1
=E <i ka(Sn)> (par linéarité)
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¢) En déduire que :
E(f/(S0) = Suf(S0) = 32 wiB(f/(Sa) = F/(Yi)) + 3 E (X [Xuf' (Vi) = (f(Sn) = F(Y2))])

k=1 k=1

Démonstration.

o Les variables aléatoires f'(S,) et S, f(S,) admettent une espérance donc f'(S,) — Sy f(Sn)
admet une espérance par somie.

« Les variables aléatoires X7 f/(Vy), Xif(Sn) et Xif(Yx) admettent une espérance donc la va-
riable aléatoire

X [Xif' (Ya) = (F(Sn) = f(Y0)] = XEf'(Ya) — Xif(Sn) + Xpf (Vi)

admet une espérance par somme.

o On peut maintenant faire le calcul :

=E(f"(Sn)) — E(Snf(Sn)) (par linéarité)
:kil okE(f(Sn) — (Vi) + kil E(XZf (V) (cf question 16.a))
- kél E(Xy [f(Sn) = f(YR)]) (cf question 16.b))

=3 wE(7(S) ~ £/(Y0)
+ 32 B (V) = X £(S:) ~ 7)) (par linéarité)

=32 wB((S) ~ (D) + & B (X [Xul (%) = (F(S,) ~ F30)])

k=1

17. Soit a et b deux réels.

a) Montrer que :

1
bf'(a) — (f(a+b) — f(a) = /0 b(f"(a) — f'(a + th) dt

Démonstration. La fonction f est de classe C2 sur R donc la fonction ¢ + f/(a +tb) est continue
sur R comme composée de deux fonctions continues sur R.

1 1 1
/ b(f'(a) — f'(a+tb)) dt = / bf'(a) dt — / bf'(a +tb) dt (par linéarité)
0 0 0

=bf'(a) = [ fla+1b) ],
=bf'(a) — (f(a+b) — f(a))

b) En déduire que :
[bf(a) — (f(a+b) — f(a)] < b2

33



ECG2 Mathématiques

Démonstration. D’aprés la question précédente :

bf'(a) = (fla+b) — fa)]| = f'(a) — f'(a+tb)) dt

1
< / b(f'(a) — f'(a+1tb))| dt (par inégalité triangulaire, car 0 < 1)
0

Soit t € [0,1].
|0(f'(a) = f'(a+tb)] = [b][f'(a) = f'(a+tD)]

Or, pour tout = € R, |f”(x)| < 2, donc par inégalité des accroissements finis :
|f'(a) = f'(a+th)| <2]a— (a+tb)| =2[th| =2b]t  cart>0

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant rangées dans 'ordre croissant (0 < 1), on a

1
bf(a) — (fla+b) — f(a))] < /0 b(f'(a) — f'(a+th))| dt

1
</ 2(b|*t dt
0

1
:2b2/ t dt
0

:2l)2><1
2
= b

On a bien

[bf'(a) = (f(a+b) — fa)| <V°.

O
¢) En conclure que :
[E(f'(Sn) — Snf(Sn))| < 2’;1 orE(|1 Xk]) + ’;1 E(|Xx|)
puis, grace a l'inégalité (R5), que, pour tout x réel :
ds,(@) < \/3 (23 v + £ B0 (Ry)
k=1 k=1

Démonstration. D’aprés la question 16.¢) et par inégalité triangulaire :

E(f'(Sn) = Suf(Sn))]

<32 foud [B(S0) — £+ 2 [ (X5 [Xur (%) = (£(5) ~ F4)])
<3 o[BS~ F O]+ 2 [E (X [Xf () - (752 ~ F(04)))

En effet, X,f > 0 donc v > 0 par positivité de I'espérance.
Soit k € [1,n]. Majorons maintenant chaque terme séparément :
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|]E(f’(5’n) — (Vi) } < E( ‘f f’(Yk)‘) (par inégalité triangulaire)
< E(2 |S - Yk\) (par IAF et par croissance de l’espérance)
= 2E(| X%|) (par linéarité)

B (X [Xef' (Vi) = (£(Sn) = F(YR)])]
<E ‘Xk (X f' (Vi) = (F(Sn) — f(Ye))] D (par inégalité triangulaire)
E (| Xkl [ Xk f' (Ya) = (£(Sn) = f(¥i))])
E (| Xe| | Xef' (Vi) = (f (Ve + X&) — F(Y2))|)
B (1 X7) Crssance 4o Lemiranee
(12 12417

3
—E (1x,°)
On en déduit, en sommant toutes ces inégalités, que :

E(7/(5:) = Suf(S)] < 23 weB(Xul) + 3 B(1Xil)

k=1

Notons maintenant

Mx =23 wE(IXk]) + 3 E(IXk)
k=1 k=1

Soit h € W. D’aprés la partie 1, la fonction f; vérifie :
o fp est de classe C? sur R

« pour tout x € R, |fp(z)] <1

« pour tout z € R, |f//(z)] < 2

On peut donc appliquer la majoration précédente avec f = fj :
Or, d’aprés la question 3.¢) (la variable S,, admet bien une espérance),
On a donc démontré que, pour tout h € W,
IE(h(S0)) — E(R(N))| < M
On peut donc appliquer la question 10. pour obtenir que, pour tout x réel :
dg, (x) < /3Mx

i.€.

k=1

pour tout z réel, dg, (z) < \/3 <22 v E(| Xg]) + > E(|Xk|3))
k=1
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Commentaire .

Il manque des justifications dans cette preuve. En effet, nous n’avons pas montré que
toutes les espérances écrites existent bien. En particulier, pourquoi E(| X|*) existe ?
Nous sommes dans ['obligation d’admettre le résultat suivant :

«S1Y est une variable aléatoire, alors Y admet une espérance si et seulement si |Y|
admet une espérance. »

(seul le sens direct est utile ici)

Nous avons les outils pour faire la preuve dans le cas discret ou le cas & densité, mais
pas dans le cas général.

Ce commentaire est a mettre en relation avec celui fait a la partie 2 sur un résultat
qui était admis sans vraiment le dire. Cela fait maintenant deux fois qu’une réelle
difficulté est mise sous le tapis dans ce sujet, en raison du fait que nous n’avons pas
d’outils théoriques au programme pour définir ’espérance d’une variable aléatoire
quelconque.

En plus de cette difficulté technique, cette question est délicate parce qu’elle fait le
bilan des deux premiéres parties ainsi que du début de la quatriéme partie.

O

Une définition - Dans la suite du sujet, si (X,)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles et
(0n)n>1 une suite réelle de limite nulle qui vérifient,

Vn € N*,Vz € R, dx, () < d,

on dira alors que (X,)n>1 converge uniformément en loi vers N.
On remarque, et on l'admet pour la suite, que si (X,)n>1 converge uniformément en loi vers N alors
(Xn)n>1 converge en loi vers N.

Commentaire \

La définition de convergence (simple) en loi vers N, qui est au programme, s’écrit :

Vx € R, Fx, (x) T O(x)
1.€.
Ve e R,dx,(z) — O

n—-+oo

Pour chaque z fixé, la suite (dx,, (z))n>1 des distances au point x converge vers 0. La vitesse
de convergence peut alors dépendre de x. Cela peut poser des problémes dans certaines
preuves, ot 'on a besoin que cette vitesse ne dépende pas du point x considéré. C’est a cet
effet que l'on introduit la notion de convergence « uniforme ».
Ecrire

Vn € N*,Vx € R, dx, () < d,
c’est affirmer que toutes les suites (dx, (x))n>1 convergent vers 0 au moins aussi vite que la
suite (0p)n>1-

\ J

18. Une premiére application. On suppose dans cette question que (Zx)i>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes, suivant la méme loi et admettant des moments d’ordre 1 & 3.

; Z, —E(Z
On note pour i € [1,3], s; = E(|Zx — E(Zk)|"), 0 = /s2 et , Xi = k\ﬁ(zk)
o

pour tout k € N*,

On suppose que o # 0.
On utilise les notations de la question précédente.
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a) Montrer que I'on peut appliquer 'inégalité (R3) qui donne ici :

20251 + s3

d <y /3

Démonstration.

Zy, —E(Zy)
ay/n

o Les variables aléatoires Zj, sont indépendantes donc les variables aléatoires X =

sont indépendantes par lemme des coalitions.

o Les variables aléatoires Z;, admettent chacune des moments d’ordre 1 & 3 donc les variables
aléatoires Xy admettent également chacune des moments d’ordre 1 & 3 (par transformation
affine).

e Soit k > 1. Par linéarité :
E(Xk>:E(Zk_E(Zk)> _ 1
oy/n oyvn

donc les variables aléatoires X} sont centrées.

E(Ze — E(Z)) = —=(E(Z) ~E(Z) = 0

M=
kS

I
M=
=
o
\_/N

B
Il
—
B
Il
—

Il
gt
=
VRS
VR

Z —E(Zk>>2
ay/n

((Zk - E(Zk))2)

I
NE
L

=

~
I

—
S

|
M=
|

I
=0
I

3

»

[N}

Nous sommes donc dans les conditions d’application de la majoration (R3) qui s’écrit : pour
tout x réel,
ds, () < /3Mx

My =23 wE(1 X)) + 30 E(X5)
k=1 k=1
Or,
)
- } <|zk— E(Z))
-
et

3
E(|X*) = E (‘Zk s

————E(|Z — E(Z,)[)
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donc
Mx = 22 Vp——= + Z
- e/t g
281 n 83
=—> v t+n——x
oz (o/n)?
281 S3 n
= (car > vp=1)
SN CNOE k=1
. 281 S3
“ovn o
_ 20251 + S3
- o3yn
d’ott
20’281 + 83
dSTL (x> g 37

a3\/n

O

En déduire que (Sy,)n>1 converge uniformément en loi vers IV, donc converge en loi vers N. Quel
résultat du cours nous aurait permis d’obtenir cette derniére convergence directement ?

Démonstration. o, s1 et s3 ne dépendent pas de n (ce sont des constantes) donc

22
o 3200
U\/ﬁ n—+o0

D’aprés la question précédente :
Vn € N*,Vz € R,dg, (z) < 0p,

donc

(Sp)n>1 converge uniformément en loi vers N

D’aprés la remarque, on a donc également !

(Sn)n>1 converge en loi vers N

On aurait pu obtenir cette derniére convergence par une application directe du théoréme central
limite.
n
En effet, notons W, = > Zj et m = E(Zy).
k=1
« les variables aléatoires Zj sont indépendantes

« les variables aléatoires Zj, suivent la méme loi

« les variables aléatoires Z; admettent une espérance et une variance non nulle

Donc W} -~ N.

n—-+o0o
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I reste & montrer que S, = W};.
Xk
Zk —m

1 U\/ﬁ

Sp=3
k=1
=>

n
n

k

=W (calcul classique)
]

19. Une deuxiéme application. On suppose dans cette question que Z1, ..., Z, sont des variables aléa-
toires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli de paramétre p,, € |0, 1.

7 —
On pose 0, = \/npn(1 —pp) et X = 2k~ P pour tout k € [1,n].
o

n
2 2
a) Montrer que E(|Xy|) = 29 o E(|Xk|3) < —.
n noy,

Démonstration. Soit k € [1,n]. Représentons les lois des différentes variables aléatoires en jeu
sous forme de tableaux :

e Loide Z;, :
x € Z(2) 0 1
P([Zy=2]) 1—pn b
e Loi de X} :
e Xy P 1ZPe
op on
P((Xk=2]) 1—pn  pn
« Loi de | Xy :
relxy(@) o o
op op
P([ Xkl =2]) 1-pn  pn
o Loi de | X;]? :

rr=r]) 1 m

Dn 1—pn
Remarquons que — =
on o

n
espérances ci-dessous reste vraie méme dans ce cas.

1
si et seulement si p, = 3 La formule utilisée pour calculer les
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Les variables aléatoires | X| et | Xj| sont finies donc admettent chacune une espérance.

et

D’ou

N

E(Xil) = 21— pn) + -

n

2pn(1 - pn)

— Dn

n

n

(carp? <1et(1—p,)2<1)

2
E(|X,]) = 222 et B(|1 X, %) < ——.
(| X%|) et E(| Xk|") e

b) En déduire que, pour tout x réel :

n 20,

ds, (z) < 24/3 (+)

Démonstration. On démontre comme a la question 18.a) que I'on peut appliquer l'inégalité
(Rg). Soit z € R.

ds, () <

SMx
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n n 3
Mx =23 vE(|Xk]) + > E(|Xk[")
k=1 k=1
n 20, no 2 .
<2) vyp—+ >, — (cf question 19.a))
k=1 n k=1 N0n
40, 2 2
— 20 v+ —
k=1 n
On 1 n
et R _ e 1
( o + 20n> (car kz::1 Uk )
donc
On 1 On 1
d <q3x4| —+— | =24/3—+—
Sn(x) \/ ( n + 20'71) ( n 20n>
O
Justifier le résultat suivant :

si pour tout n € N*| T, est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale (n, p,) avec lir_irrl Pp =
n—-+0o0o

Tn — Npn
YAl n(l _pn)

n
Démonstration. On note T,, = > Zj, ou les Zj sont indépendantes et suivent toutes la méme
k=1
loi de Bernoulli de paramétre p,.

n—-+00

Oet lim np, = +oc alors, ( ) converge uniformément en loi vers N.
n>1

Zk_pn

On note comme précédemment oy, = /npp (1 — py) et Xi =
On

Alors

o
|
s
S
=

Zi — Pn

Il
B
|
S
F 3

Op
T, — npn

npn(l - pn)

et donc il faut montrer que (Sy)n>1 converge uniformément en loi vers N.

o 1
Notons d,, = 24/3 <n + 2). D’aprés la question précédente, pour tout z € R,
n On
dsn (x) < 5”
Montrons que 6, — 0.
n—-+o0o
e p, — 0 par hypothése donc 1 —p, — 1ldoncl-—p, ~ 1donc
n—-+o0o n—-+o00 n—+o00
On ~ npn
n—-+oo

et donc 0,, — 400 car np, — oo par hypotheése.
n—-+oo n— 00
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o Par suite :

o
et donc — —» 0.
n n—+oo

On en déduit que §, — 0 et donc
n—-+oo

T, —npy . p .
_— converge uniformément en loi vers N.
n=1

\/ T n(l - pn)

O

20. Un petit lemme. Soit (V;,),>1 une suite de variables aléatoires réelles qui converge uniformément en
loi vers N. Soit (ay)n,>1 une suite de réels strictement positifs qui converge vers a, tel que a > 0, et
(bn)n>1 une suite de réels qui converge vers b.

a) Soit X une variable aléatoire et (a, ) un couple de réels avec o« > 0. On note Fy, x5 et Funip
les fonctions de répartition respectives de aX + 3 et alN + 5.

Montrer que, pour tout x réel,

Faxcssla) = Faxplo)] = dx (27

Démonstration. Soit x € R.

b) Montrer que pour tout x réel,

lim (P(a,Vy + b, <2) —P(apyN +b, <z))=0

n—+o0
Démonstration. Soit (d,,) une suite de limite nulle telle que
Vn € N*,Vx € R,dy, () < d,
Soit € R. D’aprés la question précédente :
IP(an Vi + by < ) — PlapN + b, < )| = |Fy, v, 40, () — Fo, Ntb, (T)]

— dy, <x_b”> (vn € N*,a, > 0)

Qn

< o

0, — 0 donc, par théoréme d’encadrement,
n—-+o0o
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lim (P(anVn + b, < l‘) - P(CLHN + b, < x)) =0.

n—-+00

O

c¢) Etablir que nli)l_’I_loo P(anN + b, < z) = P(aN + b < z) puis en déduire que (a,Vy + bn),>y

converge en loi vers aN + b. Quelle est la loi de la variable aléatoire alN 4+ b7

Démonstration. Soit © € R.

— b, —b
IP’(anN—l—bngx)—IP’(aN—i—ng)—]P(Ng$ )—P(Ngm ) an >0 eta>0
an a
_ (x—bn>_q)<:c—b
an, a
z — by z—0b z—0b
—

. De plus, ® est continue en
a, n—+too Q a

ICOERICY
(02% n—r+00 a

lim P(apN +b, <z)=P(aN +b< x).

n—-+00

. Donc

Or,a, — aetb, —> bdonc
n—+400 n—-4o00

i.€.

De plus,

P(anVy, + by <) —P(aN +b < )
= (P(a, Vs + by < z) — P(apN + b, <)) + (P(an,N + b, < z) — P(aN +b < 2))

et
. ll)I_iI_l (P(anVy + by < ) —P(ap,N +b, <z)) =0

e lim (P(a,N+0b,<z)—PlaN+b<z)=0

n—-+0o00
donc
P(a,Vy, + by, <) —PaN+b<x) — 0

n—-+0o00

Ceci étant vrai pour tout = € R,

A
anVn + by, n:t)o aN + b.

N — N (0,1) et a > 0 donc, par transformation affine, aN + b suit une loi normale.
e E(aN +b)=aE(N)+b=0
e V(aN +b) = a®V(N) = a?

donc

aN +b < N (b,a?)

21. On reprend les notations de la partie 3.

a) Justifier que (Dy,),>1 converge uniformément en loi vers N.
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Démonstration. D’aprés les résultats de la partie 3, on a, pour tout n € N*,

D 7Cn_npn7 Cn_npn
= =
On npn(l - pn)

ou
o« Cp — B(n,py)
e lim p,=0 (car h, — 0)

n—-+oo n—-+o0o
o 1 — h —

n—1>1—}—100 "Pn +oo (Car Mtftn n——+00 +OO)

s N . Cpn —npp . , . .
D’aprés la question 19.¢), | —— converge uniformément en loi vers IV, i.e.

npn(l _pn) n>1

(Dy)n>1 converge uniformément en loi vers N.

O

A~

b) En utilisant les résultats des questions 14. et 20., en déduire que la suite (f,)n>1 converge en
loi vers V.

Démonstration. Récapitulons les résultats de la question 14. :

. o
« pour tout n € N*, f, = a,D,, + b, oil a,, = —— et bn:\/ﬁ<p"—9n)

O/t 0,
e pour tout n € N*, a,, >0et lim a,=1>0
n—-+0o
o 1 b —
n—1>1—}—100 " 0

D’aprés la question précédente, (Dy,),>1 converge uniformément en loi vers N.
Ainsi, d’aprés la question 20.c¢), (a, Dy, + by)n>1 converge en loi vers 1 x N +0 = N, i.e.

A~

(fn)n>1 converge en loi vers N.
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