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Question de cours

Soit f une application linéaire sur un espace vectoriel E. Montrer que
Ker(f) € Ker(f?) et Im(f?) C Im(f).

Exercice 1

On note B = (e, €3, e3) la base canonique de R? et on considére un vecteur v fixé de R3.
On considére également I'application f qui & tout vecteur u = (a,b,c) de R? associe le vecteur f(u)
définie par :
flu)=u—(a+b+c)v
(1) Montrer que f est un endomorphisme de R3.

(2) Etude d’un cas particulier. Dans cette question seulement, on suppose que v = (2, —1,0).
(a) Verifier que f(v) = 0. f est-il un automorphisme ?
(b) Déterminer une base de Im(f).
(¢) On note w = (—1,1,0) et z = (0,—1,1). Montrer que la famille (w, z) est également une
base de Im(f).
(d) En déduire, sans calculs supplémentaires, une base de ker(f).
(e) Montrer que la famille C = (v, w, 2) est une base de R3.
(f) Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R? puis dans la base C.

(3) Retour au cas général. On suppose maintenant que v = («, [3,7) vérifie a + f + v = 1.
) Montrer que f(v) = 0.

) En déduire que fo f = f.

) Montrer que le vecteur y appartient a Im(f) si et seulement si f(y) = y.

) En déduire que les vecteurs es — e1 et e3 — ey appartiennent a Im(f).

) Déduire de la question [3aj que rg(f) < 2.

) Déterminer une base de Im(f).

)

Cette matrice est-elle inversible 7
(h) Montrer que la famille C = (v, ey — €1, €3 — €5) est une base de R? puis déterminer la matrice
de f dans cette base.
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Question de cours

Calculer les intégrales suivantes

(i) /24t1it(t)’ (i4) /0 12;%7 (i) /0 Syt

On considére un hyperplan H de M,,(R). On note (A, ...., A,) une base de H et I, la matrice identité
de M,,(R). Le but est de montrer que H contient au moins une matrice inversible.
1= On suppose donc que H ne contient aucune matrice inversible.

Exercice 1

(1) Montrer que H & RI,, = M, (R).

(2) Soit N une matrice nilpotente, c’est a dire pour laquelle il existe un entier £k € N* tel que
NE-L £ (et Nk =0.

(a) Soit A € R tel que N — Al non inversible.

(i) Justifier qu’il existe u € M, 1(R) tel que u # 0 et Nu = \u.

(i) Montrer que A* = 0. Conclure quant a la valeur de .
(b) Montrer qu’il existe une matrice B € H et A € R tels que N = B + Al puis que A = 0.
(¢) En déduire que H contient toutes les matrices nilpotentes.

(3) Déterminer une matrice inversible qui s’écrive comme somme de deux matrices nilpotentes. Con-
clure.

Exercice 2

Soit A € M,,(R) non nulle telle que A?> =0 et rg(A) = r. On note (uy, ug, ..., u,) une base de Im(A).

(1) Quelle est la dimension de Ker(A)?

(2) Montrer que Im(A) C Ker(A4). En déduire que n > 2r.

(3) En déduire qu'il existe des vecteurs vy, vg, ..., Uy, tels que (uq, ..., Uy, V1, ..., Uy_2,) forme une base
de Ker(A).

(4) Montrer qu'’il existe une matrice P inversible telle que

_ 0 Ir -1
A_P(O O>P :

ou I, désigne la matrice identité de taille r.
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Question de cours

Caractérisation de l'injectivité d’une application linéaire. Enoncé et démonstration.

Exercice 1

On considére lapplication ¢ qui, a toute polynéome P de Ry[X], associe le polynéme, notée ¢(P), définie
par:

(o(P)) (X) = / P(X + t)dt

(1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry[X].

(2) (a) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique.
(b) Montrer que ¢ est un automorphisme de Ry[X]. Que peut-on dire de son noyau?

(3) (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un réel u,, tel que 'on ait :

Unp

O ol 3

1
A" = 0 n
0 1

1
Donner ug et établir que :  Vn € N w,. = u, + 6 (3n + 2).

n déduire, par sommation, ’expression de u,, pour tout entier n.
b) En dédui tion, I’ ion d tout enti
(¢) Ecrire A™ sous forme de tableau matriciel.

Exercice 2

On rappelle que 'application trace, notée Tr, est la forme linéaire définie sur M,,(K) par
VM = (m; ;) € M, (K), Tr(M) = Zm“
i=1
(1) Vérifier que, pour toutes matrices A, B € M,,(K), on a Tr(AB) = Tr(BA).

(2) Soit donc ¢ une forme linéaire sur M,,(K) telle que
VA, B € M, (K), ©(AB) = ¢(BA).
Montrer qu’il existe A € K tel que ¢ = A\Tr.



