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Question de cours

Soient (A,,) une suite d’événement croissante (au sens de l'inclusion) et (B,) une suite d’événements
décroissante (au sens de 'inclusion). Alors

+00 +oo
P (kLJO Ak> = lim P(4,), P <kﬂo Bk> = lim P(B,).

Application. En notant B, I’événement "Monsieur J. n’est pas en retard les n premiers jours", il est
clair qu’on introduit une suite d’événements décroissante. En effet, si Monsieur J. n’est pas en retard
les n + 1 premiers jours, il ne I’était pas non plus les n premiers jours

B, C B,.

Par indépendance des arrivées en classe pour des jours différents, on a

“+o0
P (DO Bk> = lim P(B,)=0.

Ainsi, ’événement contraire est presque sir.

Comme [99/100] < 1, on a alors

Exercice 1

On lance indéfiniment une piece donnant Pile avec la probabilité p et Face avec la probabilité ¢ = 1 —p.
On suppose que p €]0, 1] et on admet que les lancers sont mutuellement indépendants.

Pour tout entier naturel k, supérieur ou égal a 2, on dit que le k™€ lancer est un changement s’il améne
un résultat différent de celui du (k — 1)**™¢ lancer.

On note Py (resp. Fy) I'événement : "on obtient Pile (resp. Face) au k™ lancer".
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de
changements survenus durant les n premiers lancers.



(1) X5 compte le nombre de changement aprés deux lancers. On comprend alors qu’aprés deux

lancers, on a pu avoir ou bien deux fois la méme face (et donc aucun changement), ou bien deux
faces différentes (et donc un changement). Ainsi, X»(Q2) = {0;1} et X5 suit une loi de Bernoulli
de paramétre

P(X;=1)=P(PNF,UF NP) = P(P)P(F;) + P(Fi)P(P:) = pqg + qp = 2pq,

ou le calcul s’appuie sur le fait que les deux alternatives ci-dessus sont disjointes et les lancers
indépendants. On a alors
Xy = B(2pq).

Le cours permet d’affirmer directement que
E(Xy) =2pq,  V(X2) = 2pq(1 - 2pg).

(2) Avec 3 lancers, on peut avoir aucun changement (toujours la méme face de la piéce), un change-

ment ou au plus deux changements. Donc X3(Q2) = {0, 1, 2}.

P(X3=0) = P(FiNFKNF3UP NP,NP;)

= P(FINE,NFE;)+P(PiNPNP;) (par incompatibilité)

= P(F\)P(Fy)P(F3) + P(P)P(P)P(Ps) (par indépendance des lancers)
3 .3

= ¢ +p

Si on a deux changement, on change de face de la piéce & chaque lancer.

P(X3:2) — P(FlmpngguplmFng;g)

= P(FiNPNE;)+PPiNEF,NP;) (par incompatibilité)

= P(F))P(P,)P(F3) + P(P)P(F2)P(DPs) (par indépendance des lancers)

= qpq+pap =pq(q+p)=pg  (carp+q=1)
On en déduit

P(X3=1)=1-P(X3=0)-P(X3=2)=1-pg— ¢’ —p".

Observons que
p+a)=1,  1=@+e’=p"+2p¢+¢, 1= @p+q’=p"+3p°q+3ps’+¢".
Avec le méme raisonnement que précédemment, en 4 lancers, on peut avoir entre 0 et 3 change-

ments donc X4(2) = {0,1,2,3}. Comme précédemment, les deux cas extremaux sont les plus
faciles a exprimer et obtenir. On a

P(Xy,=0) = PILNFKENENF,UP NP NPNE)

= P(F1 N FQ N Fg N F4) + P(Pl N P2 N P3 N P4) (par 1ncompat1b1hté)

= P(F)P(Fy)P(F;)P(Fy) + P(P,)P(P,)P(Ps;)P(Py) (par indépendance des lancers)
4 4

= ¢ +p

:3) = P(FlmPQOF3QP4UP1QFQQP3QF4)

= P(FENPNEsNP)+P(PLNF,N PN Fy) (par incompatibilité)
= P(F\)P(P,)P(F3)P(P,) + P(P,)P(F,)P(P3)P(F)) (par indépendance des lancers)
= qpqp + papq
— 2
Pour avoir un seul changement, il y a de nombreux cas. On a donc une premiére série de Pile
(de longueur de 1 a 3) suivie d’une série de Face, ou 'inverse.

(Xa=1) = (PANFKNEBNE)UPNENFNEF)UPNPNPNE)

UFINEBONPNP)U(FITNF,NPsNP)U(FLNFanNFsNFPy).



Programme de colles n°1

Le calcul des probabilités, avec les mémes arguments que précédemment, donne

P(Xy=1) = pd® +p*¢ +p°q+qp* + P + ¢°p
2pq(q + pg + p)
= 2pq(1+ pq)

On déduit

P(X,;=2) = 1—q"—p" —2pq(1 +pq) — 2p°¢*
= 1—q¢"—p"—2pq

(3) Procédons par récurrence.

e initialisation. Pour n = 2, on a déja mentionné que X, suivait une Bernoulli de parameétre

2pq = 1/2. C’est bien une binomiale de paramétre n — 1 et 1/2.

e hérédité. On suppose que, pour un certain n > 2, X,, < B(n —1,1/2). Il est alors capital

d’observer qu’entre le n—iéme lancer et le (n + 1)—iéme lancer, le nombre de changements
peut rester le méme ou bien augmenter de 1, ce qui se traduit par
PXn:j(Xn-i-l = k) = 07 Si j € {ka k - 1}

Soit k € [0,n]. On doit traiter le cas k = 0 a part car cela veut dire qu’on reste a 0
changements, mais on a déja une formule

o= (" () (- () (0 ()

Pour k£ > 1, par la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e {[X, = j| j €

H07n - 1]]}7

P(Xn+1 = /{) = ZPXn=j<Xn+1 = k>P<Xn = ])

= Py, b 1(Xos1 = k)P(Xn =k — 1)+ Py, _1(Xps1 = k) P(X,, = k)
= P(Spy1 = 1)P(X, =k —1)+ P(Sps1 = 0)P(X, = k)

RO eSO ON (A oY)
= (%) (Z) (par triangle de Pascal)

- (66

ce qui est bien la formule attendue.

Les lois obtenues pour X3 et X, sont bien celles des lois binomiales de paramétres respectifs
B(2,1/2) et B(3,1/2). En effet

0)E) G -6) -GG
D6 G =26 -51-373-6) - ()
)G G -i-(G) ()

On omet la vérification pour Xjy.
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Question de cours

On considére des événements Aj, As, ..., A, tels que P(A; N...NA,) # 0. Alors
P(A1N..NA,) =P(A))Ps,(A2) X ... X Payn.na,_,(An).

Application. Introduisons les événements B; (resp. N;) "la i—éme boule piochée est blanche (resp.
noire)". Commengons par observer que X () = [1, N]. En effet, on peut piocher la boule noire dés le
premier tirage ou, au pire, vider d’abord I'urne de ses N — 1 boules blanches et n’avoir la boule noire
qu’au N —iéme tirage. Toutes les valeurs intermédiaires sont possibles. On a, pour tout k € [1, NJ,

P(X=k) = P(BiNByN...NBr_1NNyg)

= P(B1)Pp,(B2) X ... X Ppn.nB,_,(Br—1)Psin.nB_ (Nk) (par la FPT)
N-1 N-2 N-1-(k-2) 1
= X X ... X X
N CN-i N_(hi=2) “N-(E-1)
1

= v (par télescopage)

On reconnait, contre toute attente, une loi uniforme X — U([1, NJ).

Exercice 2

Un binéme de deux personnes nommeées A et B participent a une épreuve physique. Ces deux personnes
doivent grimper une corde. Une fois que I'une des deux personnes a réussi, elle doit attendre que 'autre
personne en fasse de méme. On suppose que :

e A et B disposent chacun de leur propre corde.

e A et B ont droit & autant d’essais qu’ils le souhaitent.

e Les essais sont indépendants.

e Chaque essai, qu’il soit réussi ou non, dure une minute et est réussi avec probabilité p.

On note X; (resp. Xs) le nombre d’essais nécessaires & A (resp. B) pour grimper la corde, et Y la
variable aléatoire réelle égale a | X, — X|.

(1) X; (ainsi que X5) représente le temps d’attente du premier succes (qui se produit avec probabilité
p) lors de répétitions identiques et indépendantes d’une épreuve de Bernoulli. Il s’agit donc d’une
loi géométrique de paramétre p

X1 = G(p), Xy G(p).
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On aurait aussi pu obtenir la loi @ la main. Etant clair qu’on peut réussir dés la premiére
tentative ou rater un nombre arbitrairement grand de fois, on a X;(2) = N*. Pour k£ € N*, par
indépendance des tentatives

P(X1=k)=PA NAyN...N A1 NAy) = P(A)P(Ay)...P(A;_1)P(Ar) = (1 — p)*'p.

(2) [Y = 0] si et seulement si X; = X3 c’est a dire si et seulement si les deux concurrents réussissent
en méme temps. Les deux variables peuvent coincider pour toute valeur £ € N*. On va utiliser
la formule des probabilités totales avec le s.c.e {[X; = j]: j € N*}

PY =0) = P(Xl=X2):§P([X1=X2Q[X1IJ])

= ZP([Xzzm{Xlzj])

+o00
= Y P([X2=j))P([[X1 =) (par indépendance de X; et X5)
j=1

+o0 -
= > p’(1-p?)

j=1
Pxo— 1

(1-(1-p)?

P
2—p
(3) C’est la méme méthode pour [Y = k] en remarquant au préalable que

Par symétrie, on a donc

P(Y = k) = 2P(Xy — X, = k)
Par la formule des probabilités totales avec le s.c.e {[X; = j]: 7 € N*}, on a
+oo
P(Y=k) = 2P(X, - X, =k) =2 P([X;— X; =kN[X; =j))
j=1
+o0
= 2) P(Xy=j+kN[X;=j])
j=1
+oo
= 2 ZP([XQ =J+ k) P([[X1 = j]) (par indépendance de X; et X»)

Jj=1

+oo
_ ZPZ(l _ p)j-i-k—l-i-j—l
j=1

2p(1 — p)*
2—p
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Question de cours

Soient (Ag)ger un systéme complet d’événements et B un autre événement. Alors

P(B) = 3" P(4x N B) = Y P(4)Pa, (B)

kel kel

En effet, on sait que U A, = Q donc
kel

B=BNQ=BnN (UAk> = JBnAy.

kel kel

La réunion ci-dessus est disjointe, ce qui donne la formule.

Un exemple. Introduisons, pour k € [1,n], 'événement A, "on choisit 'urne £’. 1l est alors clair que
P(Ay) = 1/n. Une fois I'urne choisie, on pioche une boule. Le numéro de la boule est donc des numéros
présents dans l'ensemble des urnes, donc X (Q2) = [1,n].

Soient alors k, j € [1,n]. Si j <k, alors la boule j est bien dans I'urne k et on la pioche avec probabilité
1/k. Sinon, elle n’y est pas, ce qui se traduit par

k=1

= D P(A)Pa(X =)
k=j

R

on k
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Exercice 1

Introduisons les événements W; (resp. B;) "Mr. White (resp. Black) réussit son i—iéme tir. On introduit
aussi X la v.a qui prend la valeur du premier tir réussit par White (ou qui vaut 0 si White meurt). Il
est clair que W (Q2) = N, et, pour tout k& € N*, par indépendance des tirs successifs,

P(X = k‘) = P(Wl ﬂEl n... ﬂWk_l ﬂgk_l ﬂWk)
= P(W)P(B,)..P(W;_1)P(Br_1)P(Wy)

o\ k1 71\ k1 q
ROROE
1 /2\ !
Notons W, I'événement "White gagne le duel". Alors

rr = (=) =35 (3) -4

k=1



