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Question de cours
Déterminer le rayon de convergence des séries entières

(i)
∑

(2 + ni)zn, (ii)
∑

a
√
nzn, (a > 0)

Exercice 1
Soient (an) et (bn) deux suites de nombres réels positifs. On note ρ et ρ′ les rayons de convergence
respectifs des séries

∑
anx

n et
∑

bnx
n. Soient f et g définies par

f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n (x ∈]− ρ, ρ[), g(x) =

+∞∑
n=0

bnx
n (x ∈]− ρ′, ρ′[)

On suppose qu’il existe ` ∈ R tel que lim
n→+∞

an
bn

= `.

(1) Montrer que ρ ≥ ρ′.

On suppose, dans toute la suite, que ρ′ = 1 et que la série
∑

bn diverge.

(2) Soit M ≥ 0. Montrer qu’il existe N ∈ N et δ > 0 tel que

∀x ∈]1− δ, 1[,
N∑

n=0

bnx
n ≥M.

(3) En déduire que g(x)→ +∞, x→ 1.

(4) Soient ε > 0 et N ∈ N tels que (`− ε)bn ≤ an ≤ (`+ ε) pour tout n ≥ N .

(a) Montrer qu’il existe une suite (cn) vérifiant, pour tout n ≥ 0, (`− ε)bn ≤ cn ≤ (`+ ε) et un
polynôme Q tels que

f(x) = Q(x) +
+∞∑
n=0

cnx
n

(b) En déduire que lim
x→1−

f(x)

g(x)
= `.
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Question de cours

Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

ln

(
1 + sin

(
1

n

))
xn.

Exercice 1

Soit
∑

anzn une série entière de rayon de convergence ρ. On pose bn =
an

1 + |an|
et on considère la série

entière
∑

bnz
n dont on note le rayon de convergence R.

(1) Montrer que R ≥ max(1, ρ).
(2) En distinguant les cas ρ > 1 et ρ = 0 et 0 < ρ ≤ 1, montrer qu’en fait R = max(1, ρ).

Exercice 2
On considère un entier strictement positif N et X1, X2, ..., Xn des variables aléatoires indépendantes de
même loi U(J1, NK). On pose alors

Mn = max(X1, ..., Xn)

(1) Que vaut Mn(Ω)?
(2) Calculer, pour tout k ∈ N, P (Mn ≤ k).
(3) Soit Y un v.a à valeurs dans J1;NK. Montrer que

E(Y ) =
N−1∑
k=0

P (Y > k).

(4) Montrer alors que

E(Mn) = N −
N−1∑
k=0

(
k

N

)n

.

(5) Vérifier que, pour tout k ∈ J0;N − 1K,

0 ≤
(
k

N

)n

≤ N

∫ (k+1)/N

k/N

tndt.

(6) En déduire que

N − N

n+ 1
≤ E(Mn) ≤ N

en déduire la valeur de
lim

n→+∞
E(Mn).
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Question de cours

Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑ n!

22n
√

(2n)!
xn.

Exercice 1
(1) Soit

∑
anx

n une série entière de rayon de convergence ρ > 0. Montrer que
∑

(an/n!)xn a pour
rayon de convergence +∞.

(2) On suppose maintenant que la série entière
∑

(an/n!)xn a pour rayon de convergence ρ > 0.

Que dire du rayon de convergence de
∑

anx
n ?

Exercice 2
Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On considère une urne U contenant n boules numérotées de 1 à
n et indiscernables au toucher.
On effectue une suite de tirages d’une boule avec remise de la boule dans l’urne U .
Pour tout entier k supérieur ou égal à 1, on note Zk la variable aléatoire égale au nombre de numéros
distincts obtenus au cours des k premiers tirages et on note E(Zk) l’espérance de Zk.

(1) Déterminer la loi de la variable Z1 et la loi de la variable Z2. En déduire E(Z1) et E(Z2).

(2) Soit k un entier supérieur ou égal à 1.
(a) Déterminer P(Zk = 1) et déterminer P(Zk = k).
(b) Montrer, pour tout ` ∈ J1, nK :

P(Zk+1 = `) =
`

n
P(Zk = `) +

n− `+ 1

n
P(Zk = `− 1).

(c) En déduire que

E(Zk+1) =
n− 1

n
E(Zk) + 1.

(3) (a) Montrer que la suite (vk)k>1 de terme général vk = E(Zk)− n est une suite géométrique.
(b) En déduire, pour tout entier k supérieur ou égal à 1,

E(Zk) = n

(
1−

(
n− 1

n

)k
)
.


