DS5S - CR2 - Un
corrieé - J-4-8
Merceredi Ol Mars 2023

Exercice |

Partie 1 : Réduction d’'une matrice carrée

-2 0 -3
1. On exécute le script Python ci-dessous dont le résultat est donné en suivant :

2 -2 2
On consideére la matrice carrée A = ( 1 1 2 )

1 import numpy as np ; import numpy.linalg as al
2 A = np.array( [[2,-2,2],[1,1,2]1,[-2,0,-311 )
>>> print( al.matrix_power (A,3) )

4+ array([[ 2, -2, 2],

5 L dy, a5 &,

6 [-2, o0, -311

(a) Déduire de l'affichage Python un polynéme annulateur de A.

La commande al .matrix_power (4,3) calcule A3 et on remarque alors que A° = A.
On a donc A® — A =0 et ainsi le polynéme P(X) = X> — X est un polynéme annulateur de A.

(b

=

Quelles sont alors les seules valeurs propres possibles de A?
Les seules valeurs propres possibles de A sont parmi les racines du polyndéme annulateur P. Or,on a:

PX)=0 = X’-X=0 = X(X’-1)=0 = X(X-1(X+1)=0
Ainsi, les racines de P sont {—1,0,1} donc les seules valeurs propres possibles de A sont {-1,0,1} :

Sp(A) = {-1,0,1}.
2. On exécute les commandes ci-dessous dont les résultats sont donnés en suivant :
1+ V = np.array( [[3],[1]1,[-211 )

>>> print( np.dot (A,V) )
array ([[0],

> o s W N

[ol,
[o1m
>>> print( al.matrix_rank (A+np.eye(3)) )
7 2
g >>> print( al .matrix_rank(A-np.eye(3)) )
9 2
(a) Déduire de cette séquence Python que Sp(A) = {—1,0, 1}. On justifiera rigoureusement.
3
¢ La premiére commande montre que AV =0 avec V = ( 1 ) Comme V # 0, on en déduit que 0 est
-2

valeur propre de A.

* La deuxieme commande montre que rg(A+ I) = 2 < 3 donc la matrice (A + I) est non inversible ce
qui montre que —1 est valeur propre de A.

* La troisiéme commande montre que rg(A—I) = 2 < 3 donc la matrice (A — I) est non inversible ce
qui montre que 1 est valeur propre de A.

Ainsi, les 3 valeurs propres possibles sont des valeurs propres doncon a: Sp(A) = {-1,0, 1}.
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3
(b) En déduire, sans calcul, que le sous-espace propre Ej(A) est: Ey(A) = Vect (( 1 ))

-2
Comme A € .#3(R) admet trois valeurs propres distinctes, chaque sous-espace propre est de dimen-
3
sion 1. En particulier, dim(Ey(A)) = 1. Or,onavu que V = ( 1 ) est un vecteur propre de A associé ala
-2

-2
(c) Lamatrice A est-elle diagonalisable? La matrice A appartient a .43(R) et admet trois valeurs propres
distinctes donc elle est diagonalisable.

3
valeur propre 0. Comme V # 0, il forme une base de Ey(A) donc Ey(A) = Vect (( 1 ))

3. Déterminer une base des sous-espace propres E_1(A) et E; (A).

X
e Soit X = (y) €31(R).Ona:
z

3x-2y+2z=0
X+2y+2z=0
-2x-2z=0

XeKer(A+]) < A+DX=0 =

X+2y+2z=0 Li—L,
3x-2y+2z=0 Li—Lp
—2x-2z=0

X+2y+2z=0

—8y—4Z:0 L2<—L2—3L1
4y+2z=0 L3z —L3+2L,
x=2y

z=-2y

0=0 Ly —2L3+ Ly

—_— N — N —

2
On adoncKer(A+ 1) :Vect(( 1 ))

-2
1
De plus, la famille | | =2 | | est libre (un seul vecteur non nul), donc c’est une base de E_; (A).
1

e Deméme,ona:

x=2y+2z=0
XeKer(A-I) < { x+2z=0
—2x—-4z=0
xX—=2y+2z=0
< <{x+2z=0
0=0 L3 —L3+2L,
y=0

> <{x=-2z
0=0 L3 —L3+2L,

-2/17-



-2
On adonc Ker (A - 1) = Vect ( 0
1
-2
De plus, la famille (( 0
1
4. Déterminer une matrice D diagonale dont les coefficients sont rangés dans I'ordre croissant et une ma-
trice P inversible de premiére ligne (2 3 -2)tellesque: A= PDP™.

)) est libre (un seul vecteur non nul), donc c’est une base de E; (A).

2 3 -2

Posons U = ( 1 ) , V= ( 1 ) , W= ( 0 4-La famille (U, V, W) est libre par concaténation de familles
-2 -2 1

libres de sous-espace propres différents. Comme elle contient 3 vecteurs propres de A et que dim (Ms; ([R)) =

3, on en déduit que c’est est une base de Ms; (R).

-1

[=I =]

2 3 =2 0
Soit P = ( 1 1 0 J la matrice de passage (donc inversible) delab.calabase (U, V,W)et D = 0

-2 -2 1 1
la matrice diagonale contenant les vp de A (dans le méme ordre que les VP).

On a d’apres la formule de changement de base: A= PDP™!.

0
0

5. Montrer que, pour tout entier k > 0,ona: Ak = ppkp-1,
Par récurrence.

e Pourk=0,0ona: A°=1et PD°P! =] d’oi1 le résultat.

¢ Soit k € N, on suppose que AF=ppFp1,
On a alors, en utilisant 'HR et la relation A= PDP!:

AR = Ak A = PDPIPDP’ = ppk+ip-1
:1

Ainsi, pour tout entier k > 0,ona: Ak = ppkp-1,

Partie 2 : Exponentielle d’'une matrice carrée
an by cn
¢ On dit que la suite de matrices M, = (dn en fn) de ./5(R) admet une limite coefficient par coefficient
8n h}’L in
si les neufs suites (a,), (by),(c), (dy), (€n),(fn),(8n), (M), (in) sont convergentes, de limites respectives
a,b,c,d,e, f,g,h,i.Dans ce cas, on note :

a b c
lim M,=|d e f
n—+oo .
g h i

¢ Pour toute matrice M de .#3(R), on pose, pour tout entier naturel n
n l k
Sp(M) = ;;) M

Lorsque (S, (M)) ,en admet une limite coefficient par coefficient, on note ¢ = nlil}} S, (M) cette limite,
—+00
que 'on nomme alors exponentielle de la matrice M.
a 0 0

6. Dans cette question, on pose A = (0 b 0) une matrice diagonale de ./ (R).
0 0 ¢

(a) Soit n € N*. Expliciter la matrice S, (A).

n
P . &L
Par définition,ona: S,(A) = 1;:0 EA

L]

a o0 o
Or, comme A est diagonale, on a: Ak=10 b* o , ce qui donne :
k

k n a
a —
. AP, Z i 0 0

noq a 0 0 n k! bk B n bk
Shd=) =|o ¢ o= lo = o|=| © ol
i=o k! k| i k! i=o k!

= 0 0 ¢ - Ck n .k

0 0 — 0 0 <

k! = K

e 0 0
(b) En déduire que ¢” existe et vaut : e = ( 0 e o )
0

k nbk nck

n
. a _ aa : _ab
Comme nlilll kE:O k! =e, nLHP k' =e tnﬁ+ E — —e , on en déduit que S,(A) admet une

e 0 0

0 ¢’ o )
0 0 e

7. Dans cette question, on considére les matrices A, P et D de la Partie 1 et on fixe un réel ¢.

On admet le résultat suivant :
Si (M},)) ,en admet une limite coefficient par coefficient, alors : nliIP (PMnP"l) =P (nliIP M,,] Pl
—+00 —+00

limite coefficient par coefficient et donc que e®

3

existe et vaut: e® = lim Sn(A) = (
n—+oo

(a) Déduire de la question 5 que, pour tout n e N: S, (tA) = PS n(tD)P"l.
SoitneN.Ona:
n

Sa(tA) =Y —(tA)k
k= 0

i k 4k

= —tA

i=o !
-1k

=) i PDFP~!  d’apresla question 5
k=0 k!

n

= Z lP(tD)kP"

:P(Zﬁ(tD)

k=0
=PS,(tD)P!

Ainsi, , pour tout n€N: S,(tA) = PS,(tD)P~L.
(b) Conclure e existeetque: e = pe’Ppl,

On passe limite dans la relation précédente en utilisant le résultat admis. On a alors :

lim S,(tA)= lim (PS,(tD)P™')=P lim (S,(tD))P™*
n—+oo n—+oo n—+oo

Or, la matrice ¢D est diagonale donc nliIP S,(tD) existe et vaut e’ (d’apres la question 6b).
—+00
On en déduit donc que nliIP Syn(tA) existe et vaut petPp1,
—+00

Ainsi, e'4 existeetona: e'4=pePp,
(c) Lamatrice ¢'“ est-elle diagonalisable ?
Ona: e = Pe'® P! avec P inversible et e’ diagonale (d’apres la question 6b) ce qui montre que la

matrice e’ est diagonalisable.
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Partie 3 : Application a un systeme différentiel linéaire

On considere le systeme différentiel (&) suivant :

(&): VteR, X'(t) = AX(D)

x(t) X' (1)
o1 A est la matrice introduite dans la Partie 1 et oi1 on anoté X(f) = ( y(t)), X't = ( y'(t)), les inconnues

z(t) Z'(t)

X, 7, z étant des fonctions de classe €' sur R.

8.

9.

10.

Expliciter le systeme différentiel ().
On a, avec la matrice A de la Partie 1 :
x'(0) =2x(8) = 2y(8) +22(1)
&): VteR, X' (1) = AX(t) <= (&) y’(t) =x(8)+ y(r) +2z(1)
Z'(t) = —2x(1) - 32(1)
Montrer que le systeme différentiel (£) admet une infinité de points d’équilibres et les déterminer.
Les points d’équilibres de (&) sont des solutions X de (&) constituées de fonctions constantes donc véri-
fiant X' = 0 soit AX = 0 soit X € Ker(A).

3
Or, on avuque: Ker(A) = Ey(A) = Vect (( 1 )) donc les points d’équilibre sont : {(31,1,-21),1 € R}.
-2
(a) Montrer que les solutions du systeme différentiel (£) peuvent s’écrire sous la forme
2 3 -2
X(t)=ae 'U+BV+ye'W avec (a,,7)eR® etU=[1], v=[1], w=]|o
-2 -2 1
Ona:
¢ Aestdiagonalisable.

2 3 -2
e U= ( 1 ) (resp. V = ( 1 ), resp. W = ( 0 )) est un vecteur propre associé a la valeur pfopre —1
-2 -2 1

(resp. 0, resp. 1). D

donc d’apres le cours, les solutions du systeme différentiel (&) sont :
X(t) =|ae|'U+BV+ye'W avec (a,f,7) eR®
a

Onpose C=P ( ﬁ) ou P estla matrice obtenue a la question 4.

Y
Montrer, a'aide de la question 7b que: X(¢) = ..

(b

=

a
D’apreés la question 7b, ona: e’ = Pe’® P!, ce qui donne avec C = P (ﬁ) :
Y

a a
eh.c=pe’Pplp| f|=PeP| B
= \y Y

—t

-t 00 e 0 0
Or, comme tD = ( 0 0 0) est diagonale, ona: e'? = ( 0o ¢ 0) d’apres la question 6b.
0 0 ¢ 0 0 €
Onadonc:
e’ 0 0)/(a ae™!
e”‘-C:P(o &0 0)(ﬁ)=P( B ):ae‘fu+ﬁv+ye’W=X(r)
0 0 e)\y ye'
car les colonnes de P sont les vecteurs U, V et W. D
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11. On considére le probléeme de Cauchy (7)) suivant: (22){ X'(t)= AX(t) et X(0)=| 4

-8
(a) Déterminer I'expression de la solution (notée X (#)) obtenue pour a =3, =1, y = 0 puis vérifier
que X, est'unique solution du probléme de Cauchy (2)).

Pour a=3, f=1, y=0, onobtient:
6e ' +3
X1(0=| 3¢ +1

—6e '-2

Comme un probleme de Cauchy admet une unique solution, il suffit de vérifier que X, satisfait la

—6e%-2 -8
Ainsi, X; est'unique solution du probléme de Cauchy (2?;).

6e°+3 9
condition initiale. Or,ona: X;(0)=| 3¢°+1 |=]| 4 |.

(b) Montrer que la trajectoire associée a la solution X; converge vers un point d’équilibre que I'on ex-

plicitera.
lim 6e™"+3 3
t=too
Ona: tliIP Xi(t) = tBIPOO?)e +1 ( 1 ) donc X; converge le point d’équilibre (3, 1, -2).
—+00
lim —-6e ‘-2 -2
t—+oo

12. On areprésenté en annexe 1 (en fin de sujet) les tracés de quatre solutions du systéme (&).

(a) Quel graphique représente les trajectoires de la solution X ? Justifier la réponse.
On a vu que la solution X; converge le point d’équilibre (3,1, -2).
Cela correspond donc au graphique 1.
(b) Montrer que la trajectoire de la solution, notée X,, obtenue pour a =8, =10, y = 3 est divergente.
Quel graphique représente les trajectoires de la solution X5 ? Justifier la réponse.
Comme Yy # 0, la trajectoire de la solution X, diverge.

8e '+10

16e ! +30—6e’
,ona:
—16e~ ' —20+3e’

En effet, en considérant la premiére composante de X(f) = (

lim x(¢)= lim 16e”+30-6e’ = +oo.

t—+o0 t—+oo

Comme la trajectoire diverge, le graphique représentant la solution X est soit le graphique 2, soit le

graphique 4.

Or,ona: [lirp y(t) = tlir+n 8e~‘+10 = 10 ce qui nous permet de conclure qu'il s’agit du graphique 2.
—+00 —+00
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Exercice 2L

Partie 1 : La loi binomiale négative

Toutes les variables aléatoires intervenant dans cet exercice sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé (0, <7, P).

Soit p un réel vérifiant 0 < p < 1. On pose g = 1 — p. On dispose d’'une urne contenant des boules rouges en
proportion p et des boules vertes en proportion g. On effectue dans cette urne une suite de tirages d’'une
boule avec remise jusqu’a ce que 'on obtienne une boule rouge. On suppose que les résultats des différents
tirages sont indépendants.

Pour tout i de N*, on note R; (resp. V;) 'événement : " le i-iéme tirage ameéne une boule rouge (resp. verte)
", Ainsi,ona: YieN", P(R;)=p et P(V;) =q.

On note Z lavariable aléatoire égale au nombre de boules vertes obtenues avant 'apparition de la premieére
boule rouge et on pose Z = —1 si'on n’obtient jamais une boule rouge.

1. (a) Montrer que pour toutneN,ona: P([Z=n])= pq".
L'évenement [Z = n] signifie qu'on a obtenu 7 boules vertes avant I'apparition de la premieére boule
rouge.
e Sin=0,0ona: [Z=0]=R, doncP([Z=0])=p=pq°.
e Sin>0,ona: [Z=nl=Vin---NV,NRy41
ce qui donne par indépendance des tirages :
P(Z=nl)=PVin---nVyNRy41) = P(V1) x -+ x P(Vy;) x P(Ry41) = pq".

Ainsi, on a bien : ‘Vne N, P([Z=n]) = pq".

+00
Calculer Z P([Z = n)]) et en déduire la valeur de P([Z = —1]).
n=0
On a, en reconnaissant une série géométrique convergente (car0 < g <1):

(b

=

+00 +00 +00 1 +00
ZP([Zan:qu"qu”:pﬁ soir | Y P(IZ=n))=1
n=0 n=0 -

n=0 n=0

Comme Z(Q) ={-1}uN,ona:
+o0 +0o0
Z P([Z=nl)=1 donc P([Z=-1])=1- Z P([Z=n])=1-1=0.Ainsi, | P([Z=-1])=0|
n=-1 n=0
2. (a) Montrer que la variable aléatoire Z + 1 suit une loi géométrique de parametre p.
Comme P([Z=-1])=0,ona Z(Q)=N donc (Z+1)(Q) =N*.
Pourtout neN*,ona: P(Z+1=n)=P(Z=n-1)=pq" ' d’aprésla question 22.
On reconnait la formule d’'une loi géométrique donc| Z + 1 suit une loi géométrique de parameétre p.

(b) En déduire que Z admet une espérance et que E(Z) = %

1
On en déduit d’apres le cours que: E(Z+1) = —.

p
Ainsi, linéarité de I'espérance, Z admet une espérance eton a:
—-p

soit |E(z)=1.
p

1 1 1
E(Z+1)=E(Z)+1=—donc E(Z)=—-1=
p p

(c) En déduire que Z admet une variance et préciser sa valeur.

Deméme: V(Z+1)= iz puis par propriété de la variance, Z admet une variance eton a:
p

V(Z+1)=V(Z) soit|V(Z) = %,

On dira qu’'une variable aléatoire X suit la loi binomiale négative de parameétre p si elle suit la méme loi que
Z.
Ainsi, on retiendra le résultat noté (x) suivant, utile pour la suite :
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Si X suit la loi binomiale négative de paramétre p alors: X(Q) =N, VneN, P([X=n]) =pq" et E(X)= %

3. Simulation informatique.

(a) Compléter la fonction BinomNeg(p) suivante qui prend en parameétre un réel p € 10, 1[ et qui simule
la variable Z et donc une variable aléatoire suivant une loi binomiale négative de parametre p.

+ import numpy as np ; import numpy.random as rd
2 def BinomNeg(p)

3 S =0

4 while rd.rand() > p

5 S +=1

6 return S

(b) Compléter la fonction BinomNeg2 (p) suivante qui prend en parametre un réel p € 10, 1[ et qui si-
mule également une variable aléatoire suivant une loi binomiale négative de parametre p, cette
fois en utilisant le résultat de la question 2a.

On rappelle que la commande "rd. geometric(p)" renvoie une réalisation d’une loi géométrique

de parametre p.

1 def BinomNeg2 (p)

P G = rd.geometric (p)
3 return G - 1

Comme la variable aléatoire Z + 1 suit une loi géométrique de parametre p, la variable G représente
Z +1 donc on obtient Z en renvoyant G — 1.

Partie 2 : Un calcul statistique

Soit X;, X, et X3 trois variables aléatoires indépendantes de méme loi binomiale négative de parametre p.
Onpose: T=X;+X, et W=X,+Xj.
4. Soit n € N. On rappelle que :

1& ——
* cov(x,y)=—) x;-y;—x-y désignelacovariance empirique delasérie statistique double (x;, y;) ie[;n]
i=1
avec X (resp. y) qui désignent la moyenne empirique associée a (x;) jc[1; ;) (Xresp. (Vi) ic[1; n))-
_ cov(x,y)

pxy=———— désigne le coefficient de corrélation linéaire empirique de la série statistique double
0x0y

(xi, Yi)ie[1; n]» avec 0 et o'y, qui désignent les écarts-types empiriques des séries (x;) e[y, u] €t (Vi) je[1; ]

(a) Onrappelle que la commande "np.mean (z)" renvoie la moyenne empirique des éléments de z.
Compléter les fonctions suivantes pour que la seconde calcule le coefficient de corrélation linéaire
empirique des séries X et Y données en parametre.

1 def Covariance (X,Y)
2 return np.mean(X*Y) - np.mean(X)*np.mean(Y)

def CoeffCorr(X,Y)

1

2 CovXY = Covariance(X,Y)

3 VarX = Covariance (X,X)
VarY = Covariance(Y,Y)

S

return CovXY / ((VarX#VarY)*xx(1/2))

(b) Soit n € N. On souhaite construire deux séries statistiques (¢;) ie[1;n] €t (Wi)ie; n] associées aux va-
riables T et W (définies plus haut) et calculer leur coefficient de corrélation linéaire empirique.

i. Compléter lafonction suivante pour qu'elle simule deux séries statistiques (;) jc[1; ] €t (Wi) je[1; ]
associées aux variables 7' et .
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1+ def Simu_TW(p,n)

2 X_1 = np.zeros(n)
3 X_2 = np.zeros (n)
X_3 = np.zeros(n)
5 for i in range(n) :
6 X_1[i] = BinomNeg(p)
7 X_2[i] = BinomNeg(p)
8 X_3[i] = BinomNeg(p)
9 return ( X_1+X_2 , X_2+X_3 )

A chacun des n passages dans la boucle on simule une valeur de la loi binomiale négative pour
X1, Xy et X3.

ii. On considere le script Python suivant

1+ val_p = np.arange(0.1,1,0.2)
2
3 for p in val_p
T,W = Simu_TW(p,10000)
5 print (CoeffCorr (T,W))

qui renvoie le résultat suivant

1 0.5082364877696511
.4924050605018343
.49424137980025185
.5048354509961391
.5350220088999194

w
o O O O

Que peut-on conjecturer sur la valeur du coefficient de corrélation empirique p;,,, de (£;)c[1; ]
et (W) je[1; o] en fonction des valeurs de p?

Ce programme calcule et affiche le coefficient de corrélation empirique p,,,, (pour n = 10000) et
pour différentes valeurs de p.

Tous les résultats sont proches de 1/2 donc on peut conjecture que p;,,, = 1/2 et que ce coefficient
ne dépend pas de p.

5. Onrappelle que X;, X, et X3 trois variables aléatoires indépendantes de méme loi binomiale négative de

parameétre petque: T=X;+X, et W=X,+ Xs.

(a) Montrer que Cov(T, W) = V(X>). Les variables aléatoires T et W sont-elles indépendantes ?
On a par double linéarité de la covariance :

Cov(T, W) = Cov(X; + X, Xz + X3)
= COU(Xl,Xg) + COU(X],X3) +COU(X2,X2)+ COU(XZ,X3)

=0 parindép. =0 parindép. =V(Xz) =0 par indép.
=V(X>)

Comme Cov(T,W) =V (Xz) #0, on en déduit que 1@/ ne sont pas indépendantes.
(b) Montrer que V(T) = V(W) = 2V (X,) puis calculer le coefficient de corrélation linéaire p(T, W) des
variables aléatoires T et W.
Votre conjecture de la question 4(b)ii est-elle vérifiée ?
Ona:

V(T) =V (X1+ Xa)
=V(X1)+V(X2) parindépendance
=2V (X2) méme loi

L1

Deméme,ona: V(W) =2V (X).
D’autre part, ona:

o CONTW) V) V(X2) V()
P VI VIV VEVOGIVAT () VaV(X)

Notre conjecture de la question 4(b)ii est bien vérifiée.

1
soit p(T,W):z

Partie 3 : Une matrice aléatoire

Soient S et S, deux variables aléatoires indépendantes, et suivant toutes les deux la loi exponentielle de
parametre A > 0. On pose T = | S;] la partie entiére de S; et 7, = | S; ] la partie entiére de S,. On a donc:

VkeN, (T1=k)=(k<Si<k+1) et (hh=k=k<S<k+1)

6. (a) Donner lafonction de répartition de S;.
1-e™ six>o0
Ona: Fs (x)= . .
0 sinon.

(b

=

Pour tout entier k, calculer P(T; = k) puis en déduire que 7} suit une loi binomiale négative de
parametre p) =1 —e M
On remarquera que T, suit la méme loi que T).

OnaTi(Q)=N.SoitkeN.Ona:

PMi=k)=Pk<S <k+1)
= Fg, (k+1) - Fs, (k)

—A(k+1) Ak

=1l-e -1+e”

_e (1o )
e e

avec ;7,1:1—e”l etqy = l—p,lze”l.

Ainsi, | T; suit une loi binomiale négative de parametre p; =1 —e ™% ‘

7. (a

=

Justifier que T et T, sont indépendantes.
Comme S; et S, sont indépendantes, on en déduit que T; et T» sont indépendantes par le lemme des
coalitions.

2 2k

+0o
(b) Onnote gy =1—p,.Montrer que: P(T; =1,) = Z pids -
k=0

=

On a T7(Q) =N. D’apres la FPT avec le SCE (T} = k) ey, Ona:

+00
P(Ti=T)=) P(T1=T)n(T1=k)
k=0

+00
=) P(Lz=kn(T1=k)
k=0

+o00
=Y P(I;=kP(Ty=k) parindépendance
k=0

+00 & &
= Z q,prdqypa
k=0

L o ok
=) Pid;
k=0

+00
Ainsi,| P(Ty = Ty) = Y p2 g2,
k=0
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-1

1- . . ey 2 20 e
(c) Calculer alors P(T; = T») en fonction de p; et g, puis vérifier que P(T, = T») = —e_)L. Ainsi, | P(U=iIn[V=i)=p g~ sii=]j ‘
On 8 alors - 1+e * Si i > j, I'une des deux variables est égale a i (le maximum) et I'autre a j (le minimum) donc on a:
oo (U=ilnVv=iD=((X=iln[Y=jDu(X=jln[Y =i]).Onaalors:
P(T =Ty =) pig . . . : . .
(i="1) kgbp’lq’l PU=ilnV=jD=P((X=iln[Y=jHu(X=jlnlY =i])
- =P([X=iln[Y=jl)+P([X=jln[Y=i])) parincompatibilité
N p*,;)(q*) =P(X=i) xP(IY = jD+P(IX=jl)x P(Y =i]) parindépendance
_ pi L - car0< qi —e 2o =pq' xpq’ +pg’ x pg"  loi binomiale négative
1- 1 :szqi+j
I S — —
Ml-qn+qp) Ainsi, | PUU=i10[V = j) =2p*q" T sii> |
P pa _1-e? oo
= Al+qn) = 1+, T1ret 10. (a) Montrerque: VjeN, P([V=j]) = ZP([U: in[v=jh.
i=]
l—eh D’apres la FPT avec le SCE ([U = i])jen, On a:
Ainsi, | P(T1 = T5) = ——.
1+e? +oo
. P(V=jD=) PU=iln[V=j]
8. On considere la matrice aléatoire M = 1. ’120
1 I j-1 +o0
=) PU=iln[V=jD+)Y PU=iln[V=j]
(a) Montrer que M est inversible si, et seulement si,ona: 7} # T». i:oW i=j
‘M estinversible ssi T;— T, #0 (ad—bc#0) ssi T # T». ‘ oo B J
. 2074 =) PUU=ilnlV=j]
(b) En déduire que la probabilité p; que M soit inversibleest: p; = oo i=j
e
On a, d’apres les deux questions précédentes : =
DT £ T = 1 - P(T = Ty =1 lee? l14er—lte?r 20H Ainsi, |VjeN, P((V=j)=) P(U=iln[V=j).
pr=Ph#T)= 1=T)= l+e 1+e 2 Tl4et = :
Py (b) Endéduire que: VjeN, P([V = j]) =p(1+q)q%.
Ainsi, =—. On aalors:
insi, | p1 oo N
P(V=j)=Y P(U=iln[V=j])
Partie 4 : Loi du maximum i=j
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi binomiale négative de parametre p =P([U=jIn[V=j)+ io P(U=iln[V=j])
(définies par la relation (x)). i=j+1
Onpose: U=max(X,Y) et V=min(X,Y). =p2q2j+ Jio szq”j
i=j+1
9. Montrer que la loi du couple (U, V) est donnée par : ) - oo
2p2q™T sii> =P2q2’+2p2q"zlq’
i=j+
Vi, JeN, P(U=iIN[V=j={ 0  sii<j , ,+o]o ,
P2t sii=j =p*q¥ +2p*q’ Y. g"*!  changement d'indice k=i~ (j+1)
k=0
Ona: ([U=iln[V = j]) = (Imax(X, Y) = il n [min(X, Y) = j]). ) i gt
+
e Sii< j,I'événement ([U = i]N[V = j]) est impossible car le maximum de X et Y ne peut pas étre stricte- =p°q” +2p°q’q’ Z q
ment inférieur au minimum de X et Y. ) ) k=0
Donc [ P(U=ilN[V=j)=0sii<j] :p2q2’+2p2q2”1m
¢ Sii=j,le maximum et le minimum sont égaux a i, c’est a dire que X et Y sont tous les deux égaux a i = 22 4 22t
doncona: (([U=iln[V=i])=(X=iln[Y =i]).Onaalors: =P Z, rerq
=pqg”’ (p+2
P([U=iln[V=i)=P(X=iln[Y =i]) _pqzj(p q)
=P(X=i)xP((Y=i]) parindépendance =pa’ (1-aq+2q)
i e =p(1+q)q”
=pq' xpq' loibinomiale négative
=p*q” |:| Ainsi, | VjeN, PAV =) =p(1+4) "]
-11/17- -12/17-




11.

(c

-

d

=

=

(a

(b)

En déduire que V suit une loi binomiale négative de paramétre (1 — qz) .
1l s’agit de montrer que P([V =j]) = ﬁ(l—ﬁ)j avec p = (l—qz) soit P([V=j])= (l—qz)(qz)j.
Or,on a

PUV=jn=p(1+q)q” =(1-q)(1+4)(@* =(1-4°) (4>

Ainsi, | V suit une loi binomiale négative de paramétre (1 — g%). ‘

2

En déduire que V admet une espérance et que E(V) = 1 ii 7
On utilise la formule de la relation (*) en remplagant p par (1 - g?) et donc g par 1 - (1 - g?) = g%, ce
2
. q
d |E(V) = .
qui donne V) T

Justifierque U+ V =X+Y.
SiU=max(X,Y)=X,alorsV=min(X,Y)=Y etdoncU+V=X+Y.
SiU=max(X,Y)=Y,alors V=min(X,Y)=XetdoncU+V=X+Y.
Ce sont les deux seules possibilités donc dans tous les cas, on a
2q+q*

1-g2°

En déduire que U admet une espérance et que E(U) =

OnaU+V=X+YdoncU=X+Y-V,cequidonne:

EWU)=EX+Y-V)=EX)+E(Y)-E(V)
2
_q9,.49__4 .
p p 1-q

_ 29 4 _ 2q0+q 4% _2q+2¢°-q° _2q+q°

- 1-¢* (A-q@U+q) 1-¢* 1-¢*  1-¢

par linéarité de I'espérance

2

2q+4q°

Ainsi, | E(U) = .
insi, | E(U) l—qz
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Exercice 3

1.

(a) Rappeler I'expression de la densité ¢ d'une loi normale centrée réduite puis montrer que I'intégrale

oo 2 T
f e~ 7 df converge et vaut 7
0

1 2

Ona: VIeR, @)= ——e™ 2.

Van
+oo 1 2
Ainsi, 'intégrale f ——e" Z df converge et vaut 1.
—00 21

2 +00 1 2 1
Par parité de la fonction ¢ — e~ 7, I'intégrale f Te’T df converge et vaut >
0 b2

+00
Donc l'intégrale f e dt converge et vaut
0
+00 2 +00 1 2 /27-[ T
f e’%dx:\/an e Tdr=Y - /2
0 0 V2m 2 2

+00
2
On admet alors que I'intégrale f e dt converge et vaut /7.
0

+00

2
(b e ! dt est convergente.

=

En déduire que pour tout réel x, 'intégrale f
Foo
) N . P e s 2
D’apres la question précédente, 'intégrale f e ' dt est convergente.
0

0

2
D’autre part, pour tout réel x, 'intégrale f e " dtest convergente car t — e~
X

2
" est continue sur [x, 0].
+00 2
Donc, d’apres la relation de Chasles, I'intégrale f e~ " dt est convergente.
P

-

X
2
(c) Montrer que la fonction /1 : x — f e~ ! dt est de classe €' sur R et donner /' (x) pour tout réel x.
0

2
La fonction k : t — e~* est continue sur R donc d’apres le théoreme fondamental de 'analyse, la
X
. 2 . .,
fonction h: x »»f e “drestla primitive (qui s’annule en x) de k.
0
. . — 12
Ainsi, h est de classe €' surRetona: VxeR, h'(x)=k(x)=e*.

d

=

+00
2
Déduire des questions précédentes que la fonction g : x — f e”" dt est de classe €' sur R et que
X

2
g'(x)=—e ™ pour tout réel x.
On a, en utilisation la relation de Chasles pour faire apparaitre la fonction £ :

+oo , 0 +o0 § X
g(x):f e’[zdt:f e’tzdt+f e”zdt:—f e’[zdt+\/2=—h(x)+\ﬁ
x x 0 0 2 2
2

Ainsi, g est de classe €' sur R (car hl'est) etona: VXeR, g'(x)=—h'(x)=-e*.

Dans toute la suite de I'exercice, on note f la fonction définie sur R par :

+00
VxeR, f(x):exzf e dr

X

2. Montrer que la fonction f est de classe €' sur R et montrer que f’ vérifie la relation :

VxeR, f(x)=-1+2xf(x)

On remarque que pour tout réel x,ona: f(x)= e"2 g(x) donc f est de classe € I sur R comme produit de
@ctions declasse €' etona: VxeR

o= 2xex2g(x) + eng’(x)
2 [T _p x? -x? SR .
=2xe e ' dr+e (—e ) d’apres la question 1d
X

=2xf(x)— e
=2xf(x)-1
-14/17-



Ainsi, Vx €R, f'(x) =-1+2xf(x). et comme f est positive sur R, on en déduit que :
3. Montrer que la fonction f est positive sur R et préciser f(0).

Soit x € R. o 0< f(0) < —
Ona: e’“2 >0 et glx)= f e"tz dt >0 par positivité de I'intégrale (car e_tz > 0 et I'intégrale est conver-
'apre u Or, lim i =0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, ona: lim f(x)=
gente d’apres Q 1b). L am ox p 8 » Lo am
Ainsi, f est positive sur R comme produit de fonctions positives. 6. On admet que [ est convexe sur R.
D’autre part,ona: f(0) = f e dr= Vv d’apreés la question 22 Tracer une allure de la courbe représentative de f ainsi que sa tangente en 0. On donne /7 =~ 1,77.
0 Léquation de la tangente en O est : y = f'(0)x + f(0) = —x + /7.

4. (a) Déterminer les variations de f sur R_.
Onavuque: YxeR, f'(x)=-1+2xf(x).
Or, f est positive sur R donc pour tout x < 0,ona: 2xf(x) <0 donc f'(x) =-1+2xf(x)<0.
Ainsi, f est décroissante sur R_.

7. Justifier rapidement a 'aide de la question 2 que la fonction f est de classe € sur R.
Onavuque: VXxeR, f'(x)=-1+2xf(x).
Par récurrence simple, on a alors :
Si f est de classe €% sur R, alors f’ est de classe €* sur R par produit (car f’(x) =-1+2xf(x)) donc f est

(b) Déterminer lalimite de f(x) lorsque x tend vers —oo. de classe €1 sur R
2 [T, '
Ona: VxeR, f(x)=e" f e " dr On pose f” = f et pour tout entier k > 1, on note f* la dérivée k-ieme de f.
* . On admet que pour tout entier naturel 2, la fonction f admet au voisinage de 0 un développement limité
¢ lim e* =+o0 par composition. n F®0)
e d’ordre n qui s'écrit: f(x) =) arx®+o0 (x") avec ay. =
+oo 2 +oo 2 +00 2 T = k'
e lim ¢ dt—f £ dt:2f e " dt =2y/= = v2m > 0 la convergence et la valeur dé- =
x~—i>o xd | 0 2 8. (a) Calculer g et a1
coulant de la question ? ?? o (0) f’ (0)
Par produit, on a donc: th f(x) =+oo0. Ona: ap= =f= Vaeta = 1! =-1L
——00
+oo0 ) (b) Etablir pour tout entier 7 > 1, larelation: Yx€eR, f (1) (y) = 2x f M (x)+2n f =1 (y),
5. (a) Montrer que pour tout réel x > 0, 'intégrale f 2te”" dt est convergente et déterminer sa valeur Par récurrence. Pour n € N*, on pose P(n): Yx€R, fU*D(x) =2xf® (x) +2nf" D ().
X
(en fonction de x). . e Pour n=1: ils'agitde montrer que f"(x) = 2xf'(x) +2f(x).
t— 2te~" est continue sur [x, +o0[ doncf 2re~" dr est impropre en +oo. Oronavuque: VxeR, f'(x)=-1+2xf(x).
. x On a alors, en dérivant cette relation :
Soit A>x.0Ona:
A A "(x) = 2f(x) +2xf"(x)
f 2t dr = [—e"’Z] =—e Xy P e par composition ! ! !
X —+00
¥ oo oo Ainsi, P(1) est vraie.
Ainsi, I'intégrale f 2re~" dr est convergente et f 2te P dr=e*. * Soit n € N*. Supposons que VxeR, UV (x)=2xf"(x)+2nf"V(x).
X X 2. . .
(b) En déduire pour tout réel x >0, Pinégalité: 2xf(x) < On aalors, en dérivant cette relation :
+OO /
Il faut faire le lien entre e dret2xf(x) = f ~* 4¢.11 s'agit de comparer deux intégrales FP ) = (F" V) =) =27 ) +2x f D 0 + 20 f 7 (x) = @n+2) f7 () + 2x f D (x)
X X
donc on commence par étudier les intégrandes. Ainsi, P(n+ 1) est vraie.
itx>0. > X. - . -
Soit x> 0. Onapourtout £ > x Ainsi, pour tout entier n >1,ona: VxeR, f"V(x) =2xf™ @) +2nf" V).
t>x < 2t>2x 1
~ ~ ) ) , (c) Enexprimant f 2k+2) (0 en fonction de f 2k (0), montrer que: Yk >0, dsfip = ——dp.
—=2te”" >2xe™" care™" >0 . _ _ : fd okl
Soit k > 0. En posant n =2k +1 > 1 et x = 0 dans la relation précédente, on a:
+oo
_[ 2 . v s e
— f dr > fx 2xe”" dt par croissance de l'intégrale (intégrales convergentes) 2 (0) =2 x 0 x FED(0) 422k + 1) F2P©0)  soit 2K (0) =22k +1) F2X (0)
=~ >2x / e dt d’apres le calcul de la question précédente Or, on a par définition :
X
—122xf(x) carx>0 = e - <1 FEFD0) = ayyo 2k +2)! et f2R0) = ay2k)!
Ainsi, pour toutréel x > 0,ona: 2xf(x)<1. On obtient donc pour tout k > 0:
(c) Endéduire les variations de f sur R..
Onavuque: VxeR, f'(x)=-1+2xf(x). FE20) =22k + 1) fPP0) = aprr22k+2)! =22k + D) azc(2k)!
D’apreés la question précédente, ona: Vx>0, 2xf(x) <1 donc f'(x)=-1+2xf(x)<0. _ L QRk+1)!
Ainsi, f est décroissante sur R. = k2 = —(Zk o) azk
P - 5
(d) En déduire également la limite de f(x) lorsque x tend vers +oco. = Gypan= o
On a pour tout x>0 2k+2
1 1
2xf(x) <1 = f(x) < — <~ a =—a
fx) < f()\2x D 2k+2 = 3 ek
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1
(d) Endéduire que pour tout entier k > 0, ay; = W V.
1
Par récurrence. Pour k € N, on pose P(k) : ay, = —'\/7?.

k
1
e Pourk=0: ag=vm= a\/ﬁ Ainsi, P(0) est vraie.

1
¢ Soit k € N. Supposons que dyj = E\/ﬁ

On a alors avec la relation de la question précédente :

1 1 1 1

a =a =—Wp=——— V= 7
k) = ok = T T (k+1)!\r
Ainsi, P(k + 1) est vraie.
1
Ainsi, Yk >0, ay = ﬁ\/ﬁ
Remarque : )
On montrerait de méme (et on ne demande pas de le faire) que :
2 4K
Yk>1, a = ———dok- uis que a =——
Z b @perr = 5 Aok puisq 2k+1 2k
Montrons quand méme ce résultat par récurrence. Pour k € N, on pose P(k): asi+) =
o1
e Pourk=0: a;=-1= ETHE Ainsi, P(0) est vraie.
f 4%
¢ Soit k € N. Supposons que a =
pp q 2k+1 2k 1)
On a alors avec la relation admise :
a =a -2 a
2(k+1)+1 = A2k+3 = 5n s okl
2 4kp

T T 2k+32k+1)!
2 (2k+2) 4FK
T T R2k+3) 2k+2) @k+1)!
_2k+2)4Fk

T 2k+3)!
22(k + 1)aFk!

T 2k+3)

AR (k4 1)

T 2k+3)!

Ainsi, P(k + 1) est vraie.
4k p

Ainsi, Vk >0, a ==
= 2k+1 (2k+ 1)'
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