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Concours Blanc n°2

Solution

Dans tout le sujet, concernant les questions d’informatique sous Python, on suppose que les bibliothéques
d’usage sont déja importées sous leurs alias habituels :

import numpy as np
import numpy.linalg as al
import numpy.random as rd

import matplotlib.pyplot as plt

Exercice 1

Cet exercice est une (légére) réécriture d’un exercice du sujet ECRICOME 2018.

Partie I : Réductions simultanées

Dans tout 'exercice, on notera B = (ey, €9, €3) la base canonique de R3.

2 1 =2
(1) Soit A la matrice de M3(R) donnée par: A= [0 3 0
1 -1 5
(a) Le calcul donne
—-12 0 0
AP=TA=| 0 —-12 0 | =-12I;
0 0 —12

(b) La relation matricielle ci-dessus se réécrit comme

A2 —TA=12I; <= A(A-TL)=12L
1 7
— A (EA — EIg) = I
Ainsi, A est bien inversible et on peut méme affirmer que

Ail - iA - 1 3.
12 12



CB2 : Solution

(¢) L’endomorphisme f est représenté (dans la base canonique) par une matrice inversible. Il
est donc bijectif : ¢’est un automorphisme.

(d) On note u; = (1,1,0). On applique la matrice A au vecteur colonne portant les coordonnées
de u; dans la base canonique :

On en déduit que f(uq) = 3uy ce qui s’écrit aussi f(u;)—3u; = 0 ou encore (f —31Id)(u;) = 0.
On a bien u; € Ker(f — 3Id).

(e) On résout 'équation de noyau !

2v4+y—22z = 3x
u=(z,y,2) € Ker(f —3ld) <= 3y 3y
r—y+5z = 3z

— z—-—y+22z = 0

= r=y—2z

— u=(y—2zy2) =y(1,1,0)+ 2(=2,0,1) = yu; + zus
ot on a posé us = (—2,0,1). On a donc Ker(f — 3Id) = Vect(uy, us). Les vecteurs u; et uy
sont clairement non colinéaires et forment bien une base de Ker(f — 3Id).

(f) On procéde de maniére analogue en résolvant 1’équation de noyau.

2r+y—2z = 4x

u=(z,y,2) € Ker(f —4ld) <= Jy = 4y
rT—y+5z = 4z

— —2r—y+2z = 0 e ] F =

y = 0 y = 0

— u=(z,0,—x)=2(1,0,—1) = zus

ot on a posé ug = (1,0, —1). Ce vecteur est non nul et engendre Ker(f — 4Id) : il en forme
donc une base.
Il est immédiat que

Uz € Ker(f — 4Id) <~ (f — 4Id)(U3> =0 f(u3) = 4ug = (4, 0, —4)
(2) Soit g Pendomorphisme de R? défini par son action sur la base canonique
g(e1) = e1 — 3ez — es, gle2) = —g(er), g(es) = —e1 — e + e3.

(a) Par définition de la matrice de g dans la base canonique et la donnée des images ci-dessus
on a immeédiatement

1 -1 -1
B=|-3 3 =3
-1 1 1
(b) Par définition rg(g) = dim(Im(g)) = dim(Vect(g(e1), g(ez2), g(e3))). Comme g(e;) = —g(e2),

on a alors
Im(g) = Vect(g(e1), g(es)).

Comme ces deux derniers vecteurs sont non colinéaires, ils forment une base de I'image de
g. Ainsi, rg(g) = 2.



3

(¢) On applique la matrice B au vecteur colonne des coordonnées de u; dans la base canonique.
On a

Bl11]=0
0

Donc g(u1) = 0 et uy € Ker(g). Comme, d’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(g)) =
3 —2=1et que u; en est un élément non nul, il en forme une base.

(d) On note v =e; — ey —eg = (1,—1,—1). On calcule g(v) comme ci-dessus.

1 3 1
Bl-1|l=1-3|=3[-1
-1 -3 -1

donc g(v) = 3w.
(3) Plusieurs maniéres de répondre a cette question. On en propose deux ici.

e Méthode 1. On observe que
V= —U1 — U2
donc

Ker(f — 3Id) = Vect(uy, us) = Vect(uy, —u; — uz) = Vect(uy, v).

e Méthode 2. On remarque que

1 3
Al-1]=1[-3
~1 -3

donc f(v) = 3v ou encore v € Ker(f — 3Id). Comme v et u; sont deux éléments non col-
inéaires de Ker(f — 3Id) qu’on sait étre de dimension 2, ils en forment une base et donc
Ker(f — 3Id) = Vect(uy, v).

(4) La famille C = (v,u;,u3) est constituée de trois vecteurs de R® qui est un espace vectoriel de
dimension 3. Il suffit de montrer qu’elle est libre pour qu’elle en forme une base. Soient a, b, c € R.
On a

a+b+c =
av+buy +cuz =0 <— —a—+b
—a—c =

at+b+c =
— 2b+c =
h =

< a=b=c=0

SO oo O oo

Ainsi, la famille C est bien libre et forme une base de R3.

(5) Les colonnes de P sont libres (ils s’agit des coordonnées de vecteurs formant une base) donc P
est inversible. De plus, on a

1 1 1
P=1-11 0
-1 0 -1
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(6)

Pour expliciter D; ET D, il faut calculer les images des vecteurs de C par f et g et les exprimer
en fonction de v, u; et uz. Mais il se trouve qu'on a déja (presque) toutes ces informations (il

manque ¢(us3)) :

f () v
f(ul) = 3u1
f(u3) = 4163
300
Donc on peut écrire D; = [0 3 0] et
0 0 4
glv) = 3v
gluy) = 0
gluz) = (2,0,-2) = 2(u3)
300
Donc on peut écrire Do = [0 0 0
0 0 2

La formule de changement de base n’étant qu’au programme de deuxiéme année, on retrouve
ces résultats par le calcul. Soit on calcule tout de suite P~! (ce qu’il faudra de toute fagon faire
aprés si on a lu le sujet) soit on montre que AP = PD; et que BP = PD,. Faisons cela.

D’une part

2 1 =2 1 1 1 3 3 4
AP=10 3 O -1 1 0)]=(-30 0
1 -1 5 -1 0 -1 -3 0 —4
et
1 1 1 300 3 3 4
PDi=|-11 0 03 0)=(-33 0
-1 0 -1 00 4 -3 3 -4
La premiére égalité est alors vérifice. On fait pareil pour la deuxieme.
1 -1 -1 1 1 1 3 0 2
BP=|(-3 3 -3 -1 1 0|]=(-30 0
-1 1 1 -1 0 —1 -3 0 -2
et
1 1 1 300 3 0 2
PDy,=1-11 0 000)=-30 0
-1 0 -1 00 2 -3 0 -2

et tout est bon !

Partie II : une suite matricielle récurrente linéaire d’ordre 2

3 3
Onpose Xg=| 0 |, X;=1| 0 |, et pour tout entier naturel n :
—1 —2
1 1
Xn+2 = EAXTH—I + EBXTL

Soit (Y},

Jnen la suite matricielle définie par :

VneN, Y,=P'X,.



(8) On injecte la définition de Y,, mais on commence par observer que

P'A=D,P7', et P'B=DP"

Yn+2 = Pian+2

1

1
= p! (—Axn+1 + —BXn>

6

6

1 1
= —P'AX, 1+ EP‘lBXn

6
1

1
= 6D1P_1Xn+1 + 6D2P_1Xn

1 1

= DY, + =DyY,,

6 6

ce qu’on voulait.
(9) Comme

la relation précédente donne immédiatement

o O W

o O O
N OO

1 1 () 1 X 3an+1 + % X 36Ln
Yn+2 = 6D1Yn+1 + EDQYn < bn+2 = X ?)bn+1 +0
Cnt2 5 X depr + % X 2¢,
An+2 %an-i-l + %an
— bn+2 gbn+1 5
Cn+2 §Cn+1 + %cn
ce qu’on nous demandait.
(10) Inversons P par in pivot de Gauss simultané :
1 1 1100 1 1 1|1 0 0
-1 1 010 10 ~ 0211110
-1 0 —-1]0 0 1 01 0(1 01
11 1}1 00
~s 0101 01
0211110
1010 0 —1
~s 0101 0 1
001/ -1 1 =2
1001 -1 1
~s 0101 0 1
001/ -1 1 =2
et donc
1 -1 1
Prt=(1 o0 1
-1 1 =2
Ensuite, on obtient
2 1
Yo=P'Xo=1| 2|, ¢ i=P !X, =|1
-1 1
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(11)

(12)

(13)

On reconnait deux suites a récurrence linéaire d’ordre 2 ((a,) et (c,)) et pour b, une suite
géométrique de raison 1/2. On commence par celle-ci car c’est la plus immédiate a exprimer

e -0

Pour les deux autres, on suit le protocole du cours, en commencant par introduire 1’équation
caractéristique. Pour (a,), celle ci est

11 1
2

g =0<>q=1 S
¢ —51-5 q ou g=—3

1 n

ol A et p sont a déterminer avec les conditions initiales. En injectant les valeurs pour n = 0 et
n = 1, on trouve

Alinsi,

(A 2i={0 23
et on a alors
R
3 3 2
Enfin, pour (¢,), '’équation caractéristique est
, 2 1 1
q —gq—§:0<:>q:1 ou ¢=-z.

Ainsi,

1 n
Cn:>\+ﬂ(—§)

et on applique la méme méthode pour trouver A et u, pour obtenir

Adp = —1 A= 1/2
{3)\—u = 3 ‘:){M — -3/2

et donc

Par définition

Ou encore
11 1\ [3+3(-3)"
X,=|-11 0 (%)"‘1
10 1) ey

4 2/ 1\" 1\"!
n — —Unp by=—z—=—-2 - = )
= b= 53 (=) + ()

et on retrouve avec une certaine fierté I’égalité demandée.

(a) e programme demandé reprend la structure classique d’un programme permettant le calcul
des termes d’une suite a récurrence linéaire d’ordre 2.



def X(n)
Xold=np.array([[3],[0],[-111)
Xnew=np.array ([[3],[0],[-2]1])
A=np.array([[2, 1, -2], [0, 3, 0], [1, -1, 511)
B=np.array([[1,-1,-1]1, [-3, 3, -31, [-1, 1, 111)
for i in range(2, n+1)
Aux= 1/6*A*Xnew+1/6*B*Xold
Xold=Xnew
Xnew=Aux
return Xnew

(b) Pour chaque suite, le dernier terme représenté correspond a n = 100. Pour cette valeur de
n, les termes de chaque suite sont proches de leurs limites. On voit que

4
=—~18 lm g,=—-—-~-13

5 __4%_1
o O T 2 6 n—-+o0 3

n—-4o0o 3

Ainsi, la suite avec des croix + bleus correspond & (a,), celle avec des points oranges a (f3,)
et celle avec des losanges verts a ().

Exercice 2

Cet exercice provient aussi (aprés quelques ajouts autour du DL d’ordre 2) du sujet ECRICOME 2018.

Partie I : Etude de deux suites
Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

—~ 1 1
n — - —1 ) t n — Un — —.
u 25, n(n), et v,=u -

1
(1) Soit f la fonction définie sur R% par f(x) = o +1In(z) — In(z + 1).
T

(a) La limite en 0 ne pose aucun probléme, c’est celle du log, on a donc

:lciil% f(z) = —o0.

En +o00, on a une forme indéterminée; mais on met tout sous un méme logarithme et on
sait que x/(z + 1) tend vers 1 donc

. . T
xgrfoof(l‘) _wggloo{l?—i-l in (iL‘—l-l) =0

(b) Sur R%, f est dérivable comme combinaison de fonctions usuelles dérivables. On a d’ailleurs

b 1 1 1 —z4(@+1)?—a(@+1) 1
f(x)__(x+1)2+5_a:+1_ z(z +1)2 _x(x+1)2>0'

On en déduit le tableau de variations de f
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()

(d)

(e)

x 0 +00
f'(x) +
0
f /
—00
Par définition de la suite (u,)
n+1 n 1
Upp1 — Uy = T In(n+1) — % + In(n)

k=1 k=1

1
= —In(n+ 1) + In(n)

= f(n).

D’aprés le tableau de variations de f, on voit que f(x) < 0 pour tout x > 0. En particulier,
f(n) < 0 pour tout entier n € N*, donc w41 —u, = f(n) < 0 et lasuite (u,) est (strictement)
décroissante.

C’est un petit programme sans réelle difficulté que 'on peut faire avec une boucle for.
Attention a soustraire le log en fin de boucle et pas dans la boucle!

def u(n)
b=l
for k¥ in range(2, n):
u=u+1l/k
return u-np.log(n)

Soit n € N*,
1 +1
Upgl — Uy = Upe] — ——— — Uy + —
1 1 n—+1 n
1 1 1
= - _ 1 —1 1
n n+1+n+1+n(n) n(n—i—)
()
= ——|—n
n n+1
1 <n—|—1>
= ——1In
n n
1
S bu(ied)
n n

et c’est ce qu’on voulait.

On peut étudier la fonction différence ou utiliser un argument de convexité. En effet, la
fonction = + In(x + 1) est concave sur | — 1; +oo[ (elle est de classe C? et sa dérivée seconde
est strictement négative). Sa courbe représentative se trouve donc au dessous de toutes ses
tangentes, y compris celle en x = 0 qui a pour équation y = x, et qui donne bien l'inégalité
attendue.

En appliquant cette inégalité & = = 1/n, on voit que v,,1 — v, > 0 ou encore que (v,) est
croissante.
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()

(i) Soit  €]—1,1[. La série Z(—l)"m" est géométrique de raison —x avec | —x| €] —1; 1]
n>2
donc converge. On note s(x) sa somme.
(ii) D’apreés les formules du cours, on sait méme que

- 1 1 2
s(x) = —1)"z"—-1—(—2x) = = —14+x= .
)= S -1 ) = = e
La fonction s est quotient de deux fonctions polynomiales (donc continues) avec un
dénominateur qui ne s’annule pas sur | — 1,1[. Ainsi, s est continue sur ce méme
intervalle.

(iii) On pose alors, pour z €] — 1,1]

1 X
—2/ s(t)dt, six#0
— = Jo
() =
0, siz=0
Commengons par observer que, comme s est continue sur | — 1, 1], la fonction
x> / s(t)dt
0
est la primitive de s qui s’annule en 0. A ce titre, elle est de classe C! sur ] —1,1] et

donc continue. Sur | —1,0[ et sur |0, 1[ la fonction x +— 1/2% est aussi continue comme
inverse d'une fonction polynomiale qui ne s’annule pas. Par produit, ¢ est continue
sur chacun des deux intervalles ci-dessus. Il reste & montrer la continuité en 0. Pour
cela on montre I'inégalité demandée en commencant par essayer de majorer s par une
fonction dont on sait calculer 'intégrale.

Soit & > 0. Pour tout ¢ € [0, ], on a

12 x?
= <
1+t~ 1+t

Par positivité de I'intégrale (les bornes sont dans le sens croissant), on a

0< / s(t)dt < x2/ —— =2?In(1 + )
0 o 1+t
et en divisant par x2, on a bien

0< p(z) < In(l +2).

0 < s(t)

Si x < 0, pour tout ¢ € [z,0], on a encore 0 < t* < 2 et en divisant par 1 +¢ > 0, on

a
2 2
0< L "
=14t =1+t

Maintenant les bornes d’intégration sont dans le sens décroissant donc

T2 , [*dt )
0> dt >z —— =2"In(1 + 2).
o 1+t o 1+t

En divisant par 22, on a bien

0> ¢(z) > In(1 + ).

Dans les deux cas, In(1 + ) — 0, x — 0. Par théoréme des gendarmes, on a donc
o(x) = 0=¢(0), x — 0. Ainsi, p est continue en 0 et donc partout sur | — 1,1].
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(iv) Soit z €] — 1,1] fixé. Soit aussi ¢ entre 0 et x,

1 2 — (=1 t? t—1D(t+1
Bl Gt VS S U V123V RO
14+t 1+t 1+t 1+t

On intégre alors entre 0 et = et on a

Todt x? v x?
m(l+2)= | —— ="+ [ s(t)dt =2 — = + 2%p(2).
(o) = [ F=a-F [ s ()
Or, comme ¢(z) — 0, lorsque x — 0, on peut écrire, au voisinage de 0, ¥%¢(z) = o(x?),
ce qui donne bien la formule du développement limité demandée :

2

In(l +z) = 2 — % + o(z?).

(d) Comme 1/n — 0, si n — 400, on peut utiliser ce DL dans 'expression de v,11 — vy:

1 | 1+1 +1 1+ 1 N 1 1 n 1
Uptl — Up = — — In — — 4t —4o|l=])==—4+0—=].
1 n n n n  2n? n? 2n2 n?

On sait déja que, pour tout n > 0, v,,1 — v, > 0. Utilisons alors la formule précédente pour
lautre inégalité. En multipliant par n2, on a

n2(Uny1 — Vn) = B + o(1), n — 400

. 1
donc lim n*(vpyy — v,) = =.
n—oo

Par définition de la limite, il existe alors un entier ng, tel que, pour tout n > ng, on ait
n*(Vns1 — vy) < 1

ou encore
1

0 <vpy1 — Up—-
n
L. 1, . . e .
(e) La série E — étant convergente (Riemann), on peut appliquer 'inégalité précédente (vraie
n
a partir d’un certain rang) pour déduire, par critére de comparaison pour les séries a termes
+oo
positifs, que la série de terme général v, 1 — v,,. On note sa somme v = g (Vns1 — Vp)-
n=1
(f) Le calcul de la somme partielle de la série susnommeée fait apparaitre une somme téle-
scopique;
n—1
E (Uk-l—l_vk) =Up— V1 =Up — Uy — U1 +1=0,
k=1
Ainsi, (v,,) est convergente et

n—1 n4o0o
lim v, = lim Vpt] — Vg) = E Vpa1 — Vg) = 7.
notoo ™ "_>+°°k1( + ) kl( + ) =7

(3) (a) Cette question n’étant pas vraiment formulée; on interpréte I’énoncé comme une demande
de justification de la convergence de (u,) et le calcul de sa limite. On voit que

1 1
Up = Uy — — <= Uy = Up + —.
n n
Comme (v,,) converge et que 1/n — 0, on en déduit que (u,) converge et a la méme limite

que (vy), c’est a dire 7.
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(b) (v,) étant croissante et convergente vers =, (u,) étant décroissante et convergente vers ~,
on a bien 'encadrement demandé

Up < < Up
Ceci permet de voir que
1 1
O<up—7v=vp,—7+—-<—,
no-n
ce qui donne bien
1
|un _'Wd fg -
n

(c¢) La somme partielle u,, sera une valeur approchée de 7y & epsilon prés si |u, —7| < epsilon.
Or, on ne peut pas mettre dans la condition de la boucle while la valeur de « car on ne la
connait justement pas; on utiliser le majorant intermédiaire obtenu ci dessus. On prendra
u, avec n tel que 1/n < epsilon ce qui implique par transitivité que

1
[u,, — ] < - < epsilon.

On peut utiliser la fonction u précédemment écrite (ou admettre qu’on sait 1’écrire)
def gamma_app(epsilon):
n=1
while 1/n >= epsilon
n=n+1
return u(n)

Partie II: Etude d’une série

1
Pour tout entier naturel n € N*, on pose a,, = ———.
n(2n —1)
(4) Tout d’abord, il est clair que a,, > 0 pour tout n € N. Ensuite, On peut voir que
m?—n > n?
En effet, 2n* —n —n? =n* —n=n(n—-1) > 0.
Ainsi,
1
O f; anp, f; 9
n
Par critére de comparaison (pour les séries a termes positifs) avec une série de Riemann conver-
gente, on peut conclure que Z a, converge.

(5) (a) Observons que

n

1 < 1 1 X1
ZE Z% ZQk—l Zl_k ;E

et on reconnait une décomposition des indices de sommation selon leur parité. Plus précisé-

ment,
2n 2n 2n
1 1 L 1
k k k
k=1 k= k=1
k pair k impair
Or,
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et
1<k<2n k=2j—1
k impair 1<j<n
Ainsi,
2n1_2n1+ 2n 1_n1+n 1
ko k E4=2j £=2j—1
k=1 k= k= Jj=1 J=1
k pair k impair

(b) Il suffit de mettre au méme dénominateur et de procéder par identification

1 o« 5} 1 _a2n—1)+fn
n2n—1) n  2n-—1 n2n—1)  n@2n-1)
20+ 8 = 0
o [
a = —1
— 5 = 9

(c) On utilise les résultats des deux derniéres questions

n

n n 1 1 : .
;ak = —;E—%sz (d’aprés 5b.)

k=1

Il

|
el

+

[\]
oY
[\~
S
eI

|
N =
]
T =

) (d’apreés ba.)

k=1 k=1 k=1
2n 1 n 1

2n 1

k=n+1

2n n
1 1
Usp — Up +10(2) = T In(2n) — z +1In(n) + In(2)
k=1 k=1
2n 1
= > - = In(2) = In(n) +In(n) + In(2)
k=n-+1
_ 5!
- o
k=n+1
ce qu’on attendait.
(b) D’aprés be. et 6a., on a
“+oo n
Su = Y
k=1 k=1
2n
1
= i -
2 2
k=n-+1
= 2x nl_l)l_il_loo (ugn — uy, + In(2))
= 2In(2),

car, comme (u,) converge, s, et u, ont méme limite et leur différence tend vers 0.
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(7) (a) On voit que

22"1 &1
k=n+1k k:1n+k
RN 1
n ;n(l—l—%)
e 1
oIl

(b) On admet le résultat suivant]: si % est une fonction continue sur [a; ] alors

1l k b
ngrfwﬁ;h(ME) _/a h(t)dt.

1
En prenant h(z) = T2 on voit que
x
I 1 'd
lim — ) —— = / T In(2),
n—+oo 1, 1+ = o T+1

et on retrouve bien la valeur précédente

+o0 2n n
. 1 ) 1 1
k=1 k=n+1 k=1 n

1Ce résultat a quitté le nouveau programme Math Appli. Néanmoins, une démonstration était proposée avec le sujet
EDHEC 2008
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Exercice 3

Cet exercice m’a été suggéré par mon collégue Matthias Gorny.

Soit n € N un entier supérieur ou égal & 2. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On préléve
au hasard ces n boules une par une et sans remise (afin de vider 'urne).
A la suite de cette expérience, on note, pour tout i € [1,n], u; le numéro de la boule obtenue au cours
du 1—eéme tirage.
Pour tout ¢ € [2,n], on dit qu’il y a un record au i—éme tirage si

w; > max{uy, ..., U1},

autrement dit, si la boule obtenue au 1—eéme tirage porte un numéro strictement supérieurs aux numéros
des boules tirées précédemment. D’autre part, on convient qu’il y a systématiquement un record a
I'instant 1.

Pour tout (i, k) € [1,n] x [1,n], on introduit les événements :

e R;: "il y a un record au i—éme tirage"
e B, : "la boule obtenue i—eme tirage est numérotée k"
e A, : "la boule obtenue au ¢—éme tirage porte un numéro strictement inférieur a k"

Par convention, on a donc P(R;) = 1.

Exemple. Sin = 8 et que l’on obtient, dans cet ordre, les boules numérotés @@@@@@@, alors

il y a un record auz tirages 1,3,4,6 et 7. Ainsi les événements
R17 R3 7R4 7R6 7R7 7Bl,2 7B2,1 7B3,3 7A3,6 7A5,67

notamment (ce ne sont pas les seuls), sont réalisés.

Partie I : Simulation de I’expérience avec Python

Afin de modéliser cette expérience en Python, I'urne est représentée par une liste de numéros de boules
et cette liste est donc actualisée apres chaque tirage d’une boule.

On admet que la commande rd.randint (a, b) renvoie un nombre entier, choisi au hasard uniformé-
ment entre les entiers a et b — 1.

(1) Comme donné dans la question, on prendra x = L[k|. Pour enlever le terme a la liste on peut
utiliser la commande del ou bien faire une concaténation de listes. On propose les deux solutions.

def selection(L):
n=1len (L)
k=rd.randint (0, n)
x= LI[k]
del LI[k]
return (x, L)

On peut remplacer la ligne del L[k] par
L=[L[j] for k in range(k)]+[L[j] for j in range(k+1, n)]
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(2) Avant de piocher la premiére boule, I'urne contient toutes les boules de 1 & n. Ensuite, on utilise
a chaque tour de boucle la fonction selection précédente.

def pioche(n):
U= [j for j in range(l, n+1)]
T=[ 1
for k in range(n):
x,U=selection (U)
T.append (x)
return T

(3) Il suffit de faire vider I'urne et de regarder pour chaque numéro de boule successif si c’est stricte-
ment supérieur au maximum des termes qui précédent dans la liste, et de compter combien de
fois cela se produit.

def X(n)
compteur = 1
L=pioche(n)
for k¥ in range(1l, n)
if L[k] > np.max([L[j] for j in range(k)])
compteur = compteur +1
return compteur

Partie II : Un record au i—éme tirage

On modélise 'expérience par ’ensemble €2 des n—uplets de numéros de boules piochées, dont les com-
posantes sont donc deux & deux distinctes et on considére P I’équiprobabilité sur (€2, P(£2)).

(4) Q est I'ensemble des n—uplets ordonnées d’éléments choisis parmi [1, n] sans répétition.
Pour la premiére boule, on a n choix, pour la seconde n — 1, pour la troisiéme n — 2... et pour
la derniére un seul choix. Au final, il y a n! éléments dans Q.

C’est aussi le nombre de permutations de [1,n].

(5) On répeéte le méme raisonnement que dans la questions précédente, mais les n — 1 piochées (sans
remise) sont & choisir parmi les boules numérotées de 1 & n — 1. Et pour la derniére, on veut
la boule numérotée n donc il y a un seul choix pour celle-ci. Au final, il y a (n — 1)! tirages
correspondant a la situation demandée.

R, est réalisée si et seulement si le n—ieme tirage est un record ce qui arrive si et seulement si la
n—iéme boule piochée a un numéro strictement supérieur a tous les autres ce qui se produit si et
seulement si la n—iéme boule piochée porte le numéro n. D’aprés ce qui préceéde, il y a (n — 1)!
tirages pour lesquels cette boule sort en dernier et n! tirages en tout, on a donc bien
(n—1)! 1
P(Rn):._____.:._

n! n
(6) Soit i € [2,7].

(a) Soit k € [[1,i—1]. Si R;N B, est réalis¢, alors il y a un record au i—éme tirage en obtenant
la boule numérotée k. Dans ce cas, les © — 1 premiéres boules portent toutes un numéro
strictement inférieur ou égal a k si bien que, méme dans le meilleur des cas ol on aurait les
i — 1 plus petits numéros (donc de 1 & ¢ — 1), il faut que k > i — 1. Ce n’est pas le cas donc
Ri N Bi,k = @ et donc P(RZ N Bz,k) =0.
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CB2 : Solution

(b) Soit k € [1,n]. L’événement R;N B, est réalisé si et seulement si il y a un record au i—éme
tirage en obtenant la boule numérotée k si et seulement si les boules obtenues aux 7 — 1
premiers tirages ont un numéro inférieur strictement a k et celle au 1—éme tirage porte le
numéro k. On a donc

i—1
Ri N Bi,k - (ﬂ Aj,k) N Bi,k-

j=1

(c) Soit j € [1,i — 2]]. Sachant que l'on a déja pioché j boules avec un numéro strictement

inférieur a k, il reste n — j boules dont k£ — 1 — j avec un numéro strictement inférieur a k.
Appliquons la formule des probabilités composées :

P(R,NB;y)=P <<h Aj,k;) N Bi,kz)

j=1
= P(Al,k)ﬂz‘h,k (AZ:k)PAl,kmA2,k <A3,k) s PAl,km“'mAifzk (Aiflyk)PAl,km“'mAifl,k (BZJC)
k—1 k—2 k—l—(i—?) 1

X X - X - X -
n n—1 n—(i—2) n—(i—1)

d’aprés la question précédente. Ainsi

P(RiN By) = =

(n—1)!

(d) On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements (B; 1, . .., B; )

)

P(R) =Y P(RiNBiy) =Y PRiNBy)+ Y P(RNBy)=0+Y —=0
k=1 k=1 k=i k=i )!

Ensuite, pour tout k € [1,n],

(1) =V , 1) (S
’L;Ll — (i— )n(' —1)! _ ( _1)| % ( ;!Z)- =i X ( ;!1)-
() Tn—)! l : (n—)! (n—i)!

On en déduit que

(e) On reconnait une somme télescopique :

2 (- -0)-0-6)-
i i -\ i) \i '
k=i+1

(f) La formule du triangle de Pascal entraine alors que

> (2 -() -

k=i+1

> () -() -+ (o)-()

En divisant, on obtient donc

donc

1
et donc P(R;) = —.
i
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1
On vient donc de montrer que, pour tout i € [1,n], P(R;) = - : il y a une chance sur i qu'’il y ait un
1

record au i—éme tirage.

Partie III : Une variable aléatoire

Dans la suite, nous allons nous intéresser a la variable aléatoire X, qui compte le nombre de records,
c’est a dire que X, est une application :
X,: Q=R

L’événement [X,, = k| est réalisé si et seulement si il y a exactement k records.

(7) La premiére pioche est toujours un record, on en a donc au moins un. Et au maximum, toutes
les pioches sont des records donc on en a n. Ainsi X,(Q2) = [1,n].

(8) L’événement [X,, = 1] est réalisé si et seulement si il y a un seul record si et seulement si la
premiére boule tirée est la boule numérotée n (sinon, la pioche amenant la boule numérotée n
serait un autre record). Il y a une chance sur n que ce soit le cas donc

(9) (a) L'événement [X,, = n| est réalisé si et seulement si on a un record a chaque tirage si et
seulement si on tire les boules dans 'ordre croissant des numéros. On a donc

=1

(b) La formule des probabilités composées entraine alors que

P<Xn = n) = P(Bl,l)PBl,l <B2,2)P31,1QB2,2 (B3,3) cee PBl,ln'“mBi—l,i—l (BM)

1 1 1
= — X X X - x1
n n—1 n-—2

1
et donc P(X,, = k) = =
n!

(10) Pour tout i € [2,n], notons E; 'événement "les i — 1 premiers tirages aménent des boules dont
le numéro est strictement inférieur a n et la premiére boule tirée porte le plus grand numéro
d’entre eux".

(a) Pour tirer i — 1 boules dont le numeéro est strictement inférieur a n et la premiére boule tirée
porte le plus grand numéro d’entre eux, on peut :

e choisir les i — 1 boules sans ordre mardi les n — 1 boules n’étant pas la boule numérotée
n(lya (7:11) fagons),
e placer la plus grande d’entre elle en premiére position (il y a une seule fagon),

e ranger les ¢ — 2 autres dans les ¢ — 2 places suivantes (il y a (i — 2)! fagons.

|
En tout il y a % tirages successifs sans remise de 7 — 1 boules donc, les tirages étant
n—(i—
équiprobables,
n—1 .
. x (3 — 2)!
P(E’J — (1—1) n!( )
(n—i+1)!
Simplifions :
n—1)! .
pi5) - e X =D o)t (=) it 1)

=) (=)
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et donc i
P(E;)) = u
n(i—1)

(b) L’événement [X,, = 2| est réalisé si et seulement on a exactement deux records si et seulement
si on a un seul autre record que le premier (et ¢’est forcément en obtenant la boule numérotée
n) si et seulement si il existe un instant de tirage ou on obtient la boule numérotée n mais
que avant cela, les boules ont un numéro inférieur strictement a celui de la premiére boule.
Il est réalisé si et seulement si il existe un instant ¢ tel que E; N B;,, est réalisé. Ainsi

n
(X, =2] = JE N Bin.
i=2
(c) Les événements de I'union étant deux a deux incompatibles, on a

n

P(X,=2) = 3 P(E Biy) = 30 PB)Pe(Bin) = 3 2ol x o

=2

Le changement d’indice j = 7 — 1 entraine alors que
n—1
1 1
P(X,=2)=— —.
( )= ; -

(d) Sans difficulté (cela ressemble beaucoup a un programme de 'exercice 1)

def proba_X(mn):
P=0
for k¥ in range(1,n):
P=P+1/k
return P/n

En général, on essaie de déterminer complétement la loi d’une variable aléatoire, c’est a dire qu’il
faudrait déterminer, pour tout k € X, (), la probabilité P(X,, = k). Ici, on la fait pour trois valeurs.
Le sujet n’en demande pas plus.
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