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Dans tout le sujet, on suppose déjà importées sous leur alias habituels les bibliothèques Python usuelles.

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

Exercice 1
Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur ]0,+∞[ par :

∀x ∈]0,+∞[, f(x) = x− ln(x).

Partie 1 - Étude de la fonction f

(1) Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +∞.
(2) Montrer que l’équation f(x) = 2, d’inconnue x ∈]0,+∞[, admet exactement deux solutions, que l’on

note a et b, telles que 0 < a < 1 < b.
(3) Montrer : b ∈ [2; 4]. On note ln(2) ' 0, 7.

Partie 2 - Étude d’une suite

On pose : u0 = 4 et, pour tout n ∈ N, un+1 = ln(un) + 2.

(4) Montrer que la suite (un) est bien définie et que l’on a : ∀n ∈ N, un ∈ [b,+∞[.
(5) Déterminer la monotonie de la suite (un). En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.

(6) (a) Montrer : ∀n ∈ N, un+1 − b ≤
1

2
(un − b).

(b) En déduire : ∀n ∈ N, 0 ≤ un − b ≤
1

2n−1
.

(7) Python.
(a) Écrire une fonction d’en-tête def suite_u(n): qui, prenant en argument un entier n de N, renvoie

la valeur de un.
(b) Recopier et compléter la fonction suivante afin que, prenant en argument un réel epsilon strictement

positif, elle renvoie une valeur approchée de b à epsilon près.

def valeur_approchee(epsilon) :
n=0
while ......... :

n=n+1
return .........
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Partie 3 - Étude d’une fonction définie par une intégrale

On note Φ la fonction donnée par :

Φ(x) =

∫ 2x

x

1

f(t)
dt.

(8) Montrer que Φ est bien définie et dérivable sur ]0,+∞[, et que l’on a :

∀x ∈]0,+∞[, Φ′(x) =
ln(2)− ln(x)

(x− ln(x))(2x− ln(2x))
.

(9) En déduire les variations de Φ sur ]0,+∞[.

(10) Montrer : ∀x ∈]0,+∞[, 0 ≤ Φ(x) ≤ x.

(11) (a) Montrer que Φ est prolongeable par continuité en 0.
On note encore Φ la fonction ainsi prolongée. Préciser alors Φ(0).

(b) Montrer : lim
x→0

Φ′(x) = 0.

On admet que la fonction Φ est alors dérivable en 0 et que Φ′(0) = 0.

Partie 4 - Étude d’une fonction de deux variables

On considère la fonction H de classe C2 sur l’ouvert U =]0,+∞[2 définie par :

∀(x, y) ∈]0,+∞[2, H(x, y) =
x2

2
− xy − 2x+ ey.

(12) Représenter graphiquement le domaine U .

(13) (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de H en tout (x, y) de U .
(b) Montrer que la fonction H admet exactement deux points critiques : (a, ln(a)) et (b, ln(b)), où les

réels a et b sont ceux introduits dans la Question (2).

(14) (a) Écrire la matrice hessienne, notée Ma, de H au point (a, ln(a)).
(b) Montrer que Ma admet deux valeurs propres distinctes, notées λ1 et λ2, vérifiant :{

λ1 + λ2 = a+ 1
λ1λ2 = a− 1.

(c) La fonction H présente-t-elle un extremum local au point (a, ln(a)) ?

(15) La fonction H présente-t-elle un extremum local au point (b, ln(b)) ?

Exercice 2
Partie 1 - Réduction de matrices 3× 3

On considère les deux matrices

A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 et B =

0 2 0
1 0 1
1 1 0

 .

On introduit l’ensemble
F = {M ∈M3(R) : M3 − 3M = 2I}.

(1) L’ensemble F est-il stable par combinaison linéaire ? C’est à dire, si M et N sont deux matrices de F
et α, β ∈ R, a-t-on toujours αM + βN ∈ F ?

(2) Vérifier que A ∈ F et B ∈ F .

(3) Calculer AU et BU où U =

1
1
1

.

En déduire une première valeur propre λ1 commune à A et B.
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(4) Déterminer un polynôme annulateur commun à A et B. Vérifier que λ1 est racine de ce dernier, puis, à
l’aide d’une division euclidienne, déterminer toutes les autres racines de ce polynôme.

(5) Montrer que toutes les matrices de F sont inversibles.

(6) Réduction de A.
(a) Montrer que Sp(A) = {λ1, λ2} où λ2 est à expliciter.
(b) Déterminer une base (V,W ) de Eλ2(A).
(c) Montrer que (U, V,W ) forme une base de M3,1(R) et former la matrice P de passage de la base

canonique vers cette base.
(d) Déterminer, à l’aide d’un pivot de Gauss simultané, P−1.
(e) Que vaut D = P−1AP?
(f) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, on a An = PDnP−1.
(g) Expliciter, pour tout n ∈ N∗, la matrice An.

(7) Réduction de B.
(a) Montrer qu’on a encore Sp(B) = {λ1, λ2}.
(b) Déterminer rg(B − 2I). En déduire une base de Eλ1(B).
(c) Déterminer une base (X) de Eλ2(B).
(d) Peut-on former une base deM3,1(R) par concaténation de familles de vecteurs propres ?
(e) Déterminer un vecteur Y tel que (X,Y ) forme une base de Ker((B − λ2I)2). Vérifier que BY =

X − Y .
(f) Montrer que (U,X, Y ) forme une base de M3,1(R). En notant Q la matrice de passage vers cette

base, à quoi sera égale la matrice T = Q−1BQ?
(g) Déterminer, à l’aide de la formule du binôme de Newton, pour tout n ∈ N, explicitement la matrice

Tn.

Partie 2 - Surf aléatoire

Un.e internaute est susceptible d’aller sur trois sites internet numérotés 1, 2 et 3. On suppose que, à chaque
instant n ∈ N∗, l’internaute clique au hasard sur un lien présent sur la page qu’il consulte et que tous les liens
d’une même page sont équiprobables.
À l’instant 0, l’internaute choisit au hasard l’un des trois sites internet.

Les sites internet sont représentés par les sommets sur le graphe orienté et pondéré ci-dessous; la présence d’un
arc vers un autre sommet indique la présence d’un lien du site dont l’arc part vers le site représenté par le
sommet où l’arc arrive et la probabilité de cliqué dessus est égale au poids représenté sur l’arc.

1

23

1/2

1/2
1/2

1/2

1/2

1/2

On note alors Xn la variable aléatoire qui prend la valeur du site internet sur lequel navigue l’internaute à
l’instant n et on introduit

Un =
(
P (Xn = 1) P (Xn = 2) P (Xn = 3)

)
∈M3,1(R).
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On admet que, pour tout n ∈ N, l’ensemble {[Xn = 1], [Xn = 2], [Xn = 3]} forme un système complet
d’évènements.

(1) Quelle est la loi de X0? Expliciter U0.

(2) Recopier et compléter la fonction Python suivante de sorte qu’elle renvoie une simulation de Xn.

def simul_X(n):
x= [ ....... ]
for k in range(n) :

r=rd.random()
i f ......... :

i f ....... :
x.append(....)

e l se :
x.append(....)

e l i f ....... :
i f ....... :

x.append(....)
e l se :

x.append(....)
e l se :

i f ....... :
x.append(....)

e l se :
x.append(....)

return ........

(3) Recopier et exécuter les instructions suivantes. Expliquer à quoi elles correspondent. Après un grand
nombre de clics aléatoires, arrive-t-on plus souvent sur un site qu’un autre?

import matplotlib.pyplot as plt

n=100
site=np.zeros(3)
for k in range(1000):

site[simul_X(n)-1]+=1
site = site/1000
plt.bar([1,2,3], site)
plt.show()

(4) Justifier rigoureusement qu’il existe une matrice T ∈ M3(R), appelée matrice de transition, telle que,
pour tout n ∈ N, on a

Un+1 = UnT.

(5) En déduire que, pour tout n ∈ N, on a Un = U0T
n.

(6) Exprimer T en fonction de la matrice A de la Partie 1. En déduire l’expression de Tn puis la loi de Xn.
(7) On appelle indice de notoriété du site i la valeur pi = limP (Xn = i).

(a) Déterminer l’indice de notoriété de chacun des trois sites. Commenter.

(b) Que dire du vecteur Π =

p1p2
p2

 par rapport à la matrice tT ?

(8) Que dire d’un réseau de sites internet connectés selon le graphe suivant ? Proposer un programme per-
mettant de calculer des valeurs approchées des indices de notoriétés de chaque site.
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Exercice 3
Partie 1 - Loi de Pareto

Soient a et b deux réels strictement positifs. On définit la fonction f sur R par :

f : x 7→


0, si x < b

a
ba

xa+1
, si x ≥ b

(1) Montrer que f est une densité de probabilité.

On dit qu’une variable aléatoire suit la loi de Pareto de paramètres a et b lorsqu’elle admet pour densité la
fonction f .
Dans toute la suite de l’exercice, on considère une variable aléatoire X suivant la loi de Pareto de paramètres a
et b.

(2) Déterminer la fonction de répartition de X.

(3) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Montrer que la variable aléatoire b U−

1
a suit la loi de Pareto de paramètres a et b.

(4) Python.
(a) Déduire de la question précédente l’écriture d’une fonction d’en-tête def simul_pareto(a,b) qui

prend en arguments deux réels a et b strictement positifs et qui renvoie une simulation de la variable
aléatoire X.

(b) On considère la fonction Python ci-dessous.
Que contient la liste L renvoyée par la fonction mystere ?

def mystere(a,b):
L=[ ]
for p in range(2, 7):

S=0
for k in range(10**p):

S=S+pareto(a,b)
L.append(S*10**(-p))

return L

(c) On exécute la fonction précédente avec différentes valeurs de a et de b.
Comment interpréter les résultats obtenus ?
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> > > mystere(2,1)
[1.9306917, 1.9411352, 1.9840089, 1.9977684, 2.0012415]
> > > mystere(3,2)
[3.1050951, 3.0142956, 2.9849407, 2.9931656, 2.9991517]
> > > mystere(1,4)
[21.053151, 249.58609, 51.230522, 137.64549, 40.243918]

Affichage Python

(5) (a) Montrer que X admet une espérance si et seulement si a > 1 et que, dans ce cas E(X) =
a b

a− 1
.

(b) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles X admet une variance et préciser dans ce cas la valeur
de V (X).

Partie 2 - Estimation du paramètre b

On suppose dans cette partie uniquement que a = 3 et on chercher à déterminer un estimateur performant
de b.

Soient n ∈ N∗ et X1, . . ., Xn des variables aléatoires indépendantes, toutes de même loi que X.
On définit :

Yn = min(X1, . . . , Xn) et Zn =
X1 + · · ·+Xn

n
.

(6) (a) Calculer, pour tout x de [b,+∞[, P (Yn > x).
(b) En déduire que Yn suit une loi de Pareto dont on précisera les paramètres.

(c) Montrer que Y ′n =
3n− 1

3n
Yn est un estimateur sans biais de b.

Calculer le risque quadratique de cet estimateur.

(7) (a) Déterminer l’espérance et la variance de Zn.
(b) En déduire un estimateur noté Z ′n sans biais de b de la forme αZn où α est un réel à préciser.

Calculer le risque quadratique de cet estimateur.

(8) Entre Y ′n et Z ′n, quel estimateur choisir ? Justifier.

Partie 3 - Estimation du paramètre a

On suppose dans cette partie uniquement que b = 1 et on cherche à construire un intervalle de confiance
pour a.

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes de même loi que X.

(9) Soit n ∈ N∗. On pose : Wn = ln(Xn).
Montrer que la variable aléatoire Wn suit une loi exponentielle dont on précisera le paramètre.
En déduire l’espérance et la variance de Wn.

(10) On définit, pour tout n de N∗ :

Mn =
ln(X1) + · · ·+ ln(Xn)

n
et Tn =

√
n (aMn − 1)

(a) Justifier que la suite de variables aléatoires (Tn)n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoire
suivant la loi normale centrée réduite.

(b) En déduire que l’intervalle [√
n− 2√
nMn

;

√
n+ 2√
nMn

]
est un intervalle de confiance asymptotique pour a au niveau de confiance 95%.
On admettra que Φ(2) ≥ 0.975, où Φ désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire
suivant la loi normale centrée réduite.


