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Exercice 1

Soit n € N*,
k n

k n k n
(1) En observant que Zl =k, on a bien Z 22’“ = Z 2k Zl = Z k2F.
j=1 k=1 j=1 k=1

k=1 j=1

(2) Attention, ici le deuxiéme indice j dépend du premier indice k. On est donc scrupuleux:

1<k<n 1<5<n
1<j<k j<k<n’

ce qui donne

n n k n n
IIEEED D) BEIED D) IS
k=1 k=1 j=1 j=1 k=j
n n j—1
- (-3
j=1 \k=0 k=0
"/l =t 19 u ,
- Z( 1-2 1—2)22(2n+1—2])
j=1 j=1

= (n—1)2"" 42

On vérifie la formule par une récurrence rapide.

1
e initialisation. Pour n =1, Z k2F = 2. D’autre part, (1 —1)2% 42 = 2 donc c’est bon.
k=1
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n
e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N*, Z k2F = (n —1)2""! 2. Alors
k=1

n+1

> k2E = Y k24 (n+ 12
k=1 k=1

n—1)2"" 424 (n41)2" = 2p2"H 42
( )
= (n+1)—1)2""2 42,

ce qui est bien la formule au rang n + 1 et termine cette récurrence.

Exercice 2

1
On considére la suite (u,) définie, pour n € N, par ug = 3 et, pour tout n € N, w1 = u? —u, In(uy,).

(1) On note f: z+— 2% — zIn(x).
(a) L’expression de f(x) comporte du In(z) ce qui impose que z > 0. Ainsi, Dy =]0; +o0|.
(b) En +oo, c’est clairement x? qui 'emporte, une factorisation suivie d’'un argument de crois-
sance comparée permet donc de conclure:

f(z) = 2? (1 - ln(x)) — 400

€T Tr—400
En 07, ¢’est aussi une croissance comparée (en effet zIn(z) — 0), et on a

lim f(x)=0.

z—0t

(¢) On admet donc que f est deux fois dérivables sur ]|0; +o00[ (c’est assez clair, ¢’est une com-
binaison de fonctions usuelles qui sont infiniment dérivables sur l'intervalle susnommé). Les
formules de dérivation donnent

() =22 —In(x) — x 1 r —In(x) —
f'(z) = 2z — In(x) xx—2 In(z) — 1

et

fray=2-2 =2

T T

(d) On va donc utiliser le signe de f”(x) pour déterminer les variations de f’, trouver son
minimum (qui s’avérera positif), conclure au signe de f’(x) et donc aux variations de f en
remarquant que

f'(1/2) = —In(1/2) = In(2) > 0.
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x 0 1/2 +00
f'(z) - 0 +
+00 “+00
r \ /
In(2)
f'(z) +
400
; /
0

En particulier, f est strictement croissante sur son ensemble de définition. Ce qui sera bien
pratique.

C’est une récurrence classique. On vérifie aisément que ug = 1/2 est bien compris entre 1/2
et 1. Supposons alors que, pour un certain n € N, on ait 1/2 < u, < 1. Comme f est
croissante, on a donc

F/2) < flun) < f(1).

Or,
f) =1, f(un) = tnp
et
1 In(2) 1/1 1 1
Au final, on a bien
1
5 S un+1 S 17

ce qui est bien la propriété au rang n + 1 et termine la récurrence.

C’est encore une récurrence. On voit que uy; = f(ug) = f(1/2) > 1/2 d’aprés la remarque
précédente, donc uy < w; initialise bien la démonstration. Supposons alors que, pour un
certain n € N, on ait u,, < u,41, par croissance de f on aura

U1 = f(un) < flUnt1) = Unqa,

ce qui est la propriété au rang n + 1 et termine donc la récurrence. Ainsi (u,) est bien
croissante.

Par le théoréme de convergence monotone, la suite (u,) étant croissante et majorée par 1,
elle converge par une limite /. Par passage a la limite dans les inégalités obtenues a la
question (2), on a de plus

</<1.

DO | —

(2) On pose g(xz) = = — In(z) — 1. Cette fonction est définie et dérivable sur |0;4o00[ et on a
g (r) =1—1/x = (x — 1)/x ce qui permet de dresser son tableau de variations sans difficulté
(en remarquant que g(1/2) =1In(2) —1/2 > 0 et g(1) = 0).
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Comme g est strictement décroissante sur [1/2; 1], alors, pour tout = € [1/2;1],

g(x) > g(1) = 0.
En particulier, 1 est 'unique antécédent de 0 par g sur [1/2;1], ou encore g(z) =0 <z = 1.

(3) Comme ¢ € [1/2;1] et que f est continue sur [1/2;1] et que u,1 = f(u,), le passage a la limite
donne

0= f(0).

Mais on constate, comme ¢ > 0, que

(= f(0) == 2 —fIn(l) == —In(0) =1 <= g({) = 0 <= ( =

Exercice 3
On considére les deux suites (S,) et (7},) définies pour n € N*, par

1
Sn = Ha

1
et T,=5,+—

n!
k=0

(1) Par définition, n! = H Pour tout k € [1,n — 1], k£ > 1. Ainsi,
k=1

n—1 n—1
n!ananlen.
k=1 k=1
Comme n — 400, par principe de comparaison, on a n! — 400, lorsque n — +4o00.

(2) On vérifie les conditions de la définition de suites adjacentes.

e On étudie le signe de S, 11 — 5, :

n+1

S =50 = 3 2 = Gy 20

donc la suite (S,,) est bien croissante. On fait la méme chose pour (75,):

Tn=Ty = gty h - h e -
mh A k! n+1 Eoonl (n+1)! " (n+1)! al

B 2 n+l 1-n <0
 (n+D! (n+D)! (1) T
sin > 1, et la suite (T,) est bien décroissante.
e OnaT,—S,=1/n!>0doncT, >5,.
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e Comme n! — +o0, par inverse, T,, — .S, — 0.
Les suites (5,) et (7,,) sont bien adjacentes.

(3) Par théoréme des suites adjacentes, (S,,) et (7},) convergent vers une méme limite ¢. De plus,
comme (S,,) est croissante, on a pour tout entier n S, < ¢ et comme (T,,) est décroissante, £ < T,,,
ou encore

S, <L<T,.

(4) On introduit alors, pour n € N*| les fonctions f, et g, définies sur [0; 1] par

xn

falz) =€" — Z %, Gn(2) = fulz) — (e — 1)5.

(a) Tl est nécessaire de sortir le terme correspondant & k = 1 de la somme car il s’agit d’une
constante. Il est clair que f, 1 est dérivable sur R et qu'on a

n+1 $k n+1 ZL’k
for1(z) = ex_Zyzem_l_Zg
k=0 k=1

ntl o k-1 ntl g1

! xT T T
Jns1 () = e _Z L =€ _Zm
k=1

k=1
n .
J
= ez — ':C_
Z !
=0

- fn (ZE)

On en déduit (les variations de f,, et) le signe de f,,(z) par récurrence:

e initialisation. Pour n =0, fy (x) = €” — 1. fy est dérivable sur R et fi (z) = e* > 0.

Donc f est croissante sur R. Et comme fy (0) = ¢”—1 = 0, on a bien f; > 0 sur [0, 1].

e hérédité. Supposons qu'il existe un certain n € N tel que f,, > 0 sur [0,1]. Comme

w1 (@) = fu(z) > 0sur [0,1], fny1 est croissante sur [0,1]. Et comme f,41 (0) =0
on a alors f, 11 > 0 sur [0, 1], ce qui termine la récurrence.

(b) C’est un raisonnement analogue qu’on applique ici. En effet, g,.1 est dérivable sur R et
(n+1)a"

g;LH (I') - frlL—H ('T>_(6_1) (n+1)|

= h@-e-D
= gn(l‘)

On étudie les variations de g, par récurrence:
e initialisation. Pour n = 0, go (z) = € — e est croissante sur R et comme gy (1) = 0 on
a bien gy < 0 sur [0, 1].
e hérédité. Supposons quil existe n € N tel que g,, < 0 sur [0,1]. On sait que g;,,, (z) =
gn () <0 sur [0,1] donc g, 41 est décroissante sur [0, 1]. Et comme

9n+1 (O) =0,

il suit que g,41 < 0 sur [0, 1] ce qui termine la récurrence sur le signe de g,(z).

Finalement, on a pour tout entier n et tout = € [0, 1],

gn(7) 0= fu(r) < (e —1)—

xn
n!
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ce qui donne, en combinant avec la question précédente

n

0< fule) < (= 1)

(c) En particulier pour x = 1 on obtient pour tout entier n,

-1
0<e—-5,< €
n!
(d) Comme n! — 400, le théoréme des gendarmes donne alors que S,, converge vers e, c’est a
dire
li ok
nriee 2 1 €
Exercice 4
On considére la suite (a,) définie par
ag = 0
a, = -1
Ay = 5
apy3 = 3an+2 — 4ay,

Ce type de suite s’appelle naturellement une suite récurrence linéaire d’ordre 3. Sans surprise, on lui
associe I’équation
(E) ¢* =3¢* — 4.
(1) On considére la fonction polynomiale f définie sur R par f(z) = 23 — 32% + 4.

On a bien sir f(—1) = (=1)> = 3(-1)2+4 = —-1—-3+4 = 0. Donc —1 est racine de f et f(z)
se factorise sous la forme f(z) = g(x)(z + 1) pour tout = € R avec g fonction polynomiale de
degré 2. Une identification ou une division posée donne
Vz € R, f@)=(x+1)(2* -4z +4) = (z + 1)(z — 2)%
(2) Ainsi, g admet une unique racine ry = 2.
(3) On admet alors qu’il existe des réels «, 5 et «y tels que
Vn € N, an, = a(=1)" 4+ (Bn +v)rg.
On injecte les trois valeurs initiales de la suite, pour n = 0, n = 1 et n = 2. Cela donne le
systéme suivant, qu’on résout par pivot de Gauss.
a+vy = 0 a+vy = 0
—a+204+2y = -1 <= 28+ 3y
a+88+4y = 5 86+3y = 5
a+vy = 0
= 26+3y = -1

I
I
—_

Alinsi,



