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Solution

Amuse-bouche

La fonction f est définie sur R. Pour montrer qu’elle y est de classe C! il faut montrer qu’elle est dérivable sur
R et que sa fonction dérivée est elle-méme continue sur R. La fonction étant définie par un raccordement, on
travaille séparément : en 0 et ailleurs.
e Sur | — o0; 0] et sur ]0; +00[, f est quotient de combinaisons de fonctions usuelles (polynomiale et expo-
nentielles) qui sont C! et dont le dénominateur ne s’annule pas. Ainsi, elle est elle-méme de classe C?
sur chacun de ces deux intervalles. Pour x # 0, on a

1-2)e®(1—e?)—ze 2 (1—z)e®—e 2

/ = =
Fz) (1 —e )2 (1—e )2
e Au voisinage de 0, on a e =1 — x + 22/2 4 o(2?) et on peut alors écrire
flx)—f(0)  xe®—1+e7"
x N z(1—e®)

r(l—x+o(x)) —1+1—x+22/2+ o(2?)
z(l—14+x+o(x))
r—2>+o(z?)—1+1—x+22/2 _ —22/2 + o(2?)

22 + o(x?) 22 + o(x?)
a2 y —1/2+0(1)
- 2 1+0(1)
1
H R
z—0 2

donc f est dérivable en 0 et f'(0) = —1.
Il reste & montrer que f’ est continue en 0. On a, toujours au voisinage de 0 (observant que e™2¥ =
1 — 2z + 222 + o(2?),

(1-x)e ™ —e 2

fl(l‘) = (1 — 673:)2
(=21 -z +2*/2+ 0(z?)) — 1 + 22 — 227 + o(2?)
B (z + o(x))
 l—az+a2?/2—z+a®+o0(2?) — 1+ 2z — 22?
B z2 + o(z?)
 —z?/24 o(z?)
B z2 + o(z?)
L
oo 2= f'(0)

donc f’ est bien continue en 0 et f est C! en 0 et donc partout sur R.
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Solution

Exercice 1

On considére trois suites (un)n>0, (Vn)n>0 €t (wn)n>0 définies par

uyg = 1 Un+l = Up + 20, —wy
v9g = 1 et Unt1 = 2Up+4v, — 2w,
wg = 0 Wptl = —Up — 2Up + Wy

(1) On a immédiatement uy =1+2=3,v1 =2+4=6¢et w; = —-1—-2=—3. Puis, up =3+ 12+3 =
18, v9 =6+ 24+ 6 = 36 et enfin wg = —2—12 -3 = —18.

On introduit les matrices

1 2 -1 -2 1 1
A=|2 4 2|, e¢ P=|1 0 2
-1 -2 1 0 1 -1
(2) (a) Le calcul donne
1 2 -1 1 2 -1 6 12 —6
A2=12 4 =2 2 4 —2]=(12 24 -12| =64
-1 -2 1 -1 -2 1 -6 —12 6

et il suit immédiatement que A% — 64 = 0.

(b) Supposons alors que A soit inversible. Il existe alors une matrice A~! telle que A7'A = I. Mais
alors,

0=A"1-0=A""(A*-6A) =A—6]

ou encore A = 61 ce qui n’est pas vrai du tout! Ainsi, on peut conclure que A n’est pas inversible.

(3) Inversons P par pivot de Gauss simultané.

21 11]1 00 21 11]1 00
1 0 210 1 0 s 0 1 5|1 20
0 1 —1/0 0 1 0 1 —1]0 0 1
2 0 —4]0 -2 0
—~ 0 1 51 2 0
0 0 6|1 2 -1
60 0|2 -2 -2
—~ 0 6 0/1 2 5
0 06/1 2 -1
Ainsi, on obtient
(22 2
Pt=-1 2 5
6\1 2 1
(4) (a) C’est parti :
(22 2 1 2 -1\ /-2 1 1
P'AP = = |1 2 5 2 4 -2 1 0 2
6\1 2 -1/ \21 22 1 0 1 -1
(22 2 00 6
- |1 2 5 00 12
6\1 2 -1/ \o 0 -6
0 0 0
= (0o 0 o],
0 0 6

qui est bien une matrice diagonale comme attendu.

(b) La petite récurrence a savoir faire.
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e initialisation. Pour n = 0, on a bien
A'=1=pPP'=pPIP'=pPD'P L.
e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait A” = PD"P~1. Alors
AnJrl — A.A"
— PDP'.PD"P™!  (HR)
= PDD"P!
PDn+1 Pfl
ce qui est bien la formule au rang n + 1 et termine la récurrence.
(c) La matrice D est diagonale, calculer ses puissances est immédiat :

00 O
Vn € N*, D*=10 0 0
0 0 6"
Il suit que, pour tout n > 1,
1 -2 1 1 0 0 O -2 2 2
A" = -1 0 2 0 0 O 1 2 5
6 o 1 -1/ \o o) \1 2 =1
1 -2 1 1 0 0 0
= 5 1 0 2 0 0 0
0 1 -1 6" 2x6" —6"
1 6" 2 x 6" 6"
= 3 2x6" 4x6" 2x6"

(5) Pour n € N, on pose X,, = | vy,

(a) On observe que

v | = | 2up +4vy, — 2wy, | = | Vg1 | = Xng1-
W, —Uyp, — 20, + Wy, Wp1

1 2 1) Up, Up, + 20, — Wy, Up41

Z
Q
ot
=
=
@,
@
8
@)
=S
o
=
=
s
Il
e e

e initialisation. Pour n = 0, A°Xy = I Xy = Xj et c’est vérifié.
e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait X,, = A" X,. Alors
Xn+1 = AXn
= A-A"X, (HR)
An+1X0,

ce qui est bien la formule au rang n + 1 et termine la récurrence.
(c) D’aprés tout ce qui précéde, pour n > 1,

L[ 2xen 6 1
X, = A"Xp=-|2x6" 4xe6n —2x6| |1
6\ —6n —2x6" o 0
3 x 6"
= —| 6x6™
-3 x 6™

et on obtient que, pour n > 1,

Up =3x 6" v, =6", w,=-3x6""%
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Exercice 2

On désigne par n un entier naturel non nul et a un réel strictement positif.
On se propose d’étudier les racines de 1’équation :

B tv L
Do =a
" r xz+1 x42 T+ 2n
A cet effet, on introduit la fonction f,, de la variable réelle = définie par :
2n
1 1 1 1 1
fn(m)_5+x+1 +ac+2+'”+:n—|—2n_a_kzox+k —

. 11
(1) Etude d’un cas particulier. Pour cette question seulement, on prend a = 5 et n=1.
(a) On a
1 1 1 11
M=ot oiiten

La fonction est définie, continue et dérivable sur R\ {—2; —1;0}. Sa dérivée vaut
1 1 1
fl@) =—— - 2 2
z?2  (z+1) (x+2)
qui est une quantité strictement négative pour tout x dans ’ensemble de définition. Ainsi, f; est

strictement décroissante sur chacun des trois intervalles qui forment ’ensemble de définition de la
fonction. On a le tableau de variations suivant:

x —00 -2 —1 0 +o00

11 +o0 +o00 +00

g . N . N

— 00 —0o0 —0o0 6

(b) On peut déja remarquer que, grace au tableau de variation ci-dessus (et le théoréme des valeurs
intermédiaires), on est certain qu’il y a 3 racines: une entre —2 et —1, une entre 1 et 0 et une
strictement positive. Afin de les déterminer, on commence par exprimer f; comme une fraction,
c’est & dire qu’on met I'expression précédente au méme dénominateur

h(2) —112% — 1522 + 14z + 12

€Tr) =

! 6z(x + 1)(z + 2)

On voit que f1(1) = 0. Ainsi, 1 est racine de I’équation. On va factoriser le numérateur (qui est

un polynéme de degré 3, en commengant par diviser par x — 1). On trouve (par identification ou
division euclidienne)

—(z — 1)(1122 + 262 + 12

) =~ = )
6z(z+1)(z+2)

On trouve les deux derniéres racines, via calcul du discriminant:

—13 - /37 —13 + /37
1

T LT et = 0,63,

(On constate bien que tout cela est cohérent avec les remarques précédentes.)

(2) Dénombrement des racines de (E,).

(a) La fonction f, admet 2n+1 valeurs interdites, qui sont 0, —1, —2, ..., —2n. Son ensemble de définition
s’écrit comme réunion d’intervalles sur chacun desquels la fonction est (continue et) dérivable
Dy, =] — 00; —2n[U] — 2n, —2n + 1[U--- U] — 1;0[U]0; 4+-o00].
Sa dérivée vaut
fole) = m g m e e

22 (z+1)2 7 (z+2n)2
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qui est une quantité strictement négative pour tout x € Dy, . Ainsi, f, est strictement décroissante
sur chacun des intervalles précédents. Il est également facile de déterminer les limites aux différentes
extrémités. On a donc le tableau de variations suivant:

x —00 —2n —2n+1 0 +o00

—a “+00 “+00 +00 +0oo

TN N N .

—0o0 —00 —Oo0 —0o0 —a

(b) On applique alors le théoréme de bijection & la restriction de f,, sur chaque intervalle | — k, —k + 1]
(pour 1 < k < 2n). En effet, cette restriction y étant strictement décroissante et continue, elle réalise
une bijection de | — k; —k + 1[ sur R. En particulier, 0 admet par f, un unique antécédent dans
chacun de ces intervalles, fournissant ainsi 2n solutions a ’équation f,(z) = 0. De plus, a > 0, donc
on peut ré-appliquer le raisonnement pour trouver un unique antécédent sur ]0; 4+o0o[. Le théoréme
de bijection appliqué a la restriction de f,, sur | — oo, —2n[ permet de voir que f,, ne passe par par
0 sur cet intervalle. Au total, on a bien 2n + 1 solutions de I’équation.

(3) La plus grande des racines. On note z, la plus grande des racines de (Ej,).
(a) D’apres la question précédente, il n’y a qu’une seule racine strictement positive, et il y en a toujours
une. C’est donc la plus grande des racines, et celle que I’on nomme x,. Ainsi, 2, > 0.
(b) Les inégalités demandées se démontrent en étudiant les fonctions suivantes, pour z > 1,

1 1
go:xl—>—ln< v > et 1/J:x»—>ln< v )— .
x z—1 z—1 z—1

Ces deux fonctions sont définies et dérivables sur l'intervalle concerné. On dresse leurs tableaux de
variations, afin d’étudier leurs extremums éventuels.

e Etude de ¢: on calcule la dérivée et dresse le tableau de variations
1 1 1

#(x) = =T z(z—1) - 22(z — 1) > 0.
x 1 +00
¥'(x) +
0
¥ /

et I'inégalité de gauche dans I’encadrement est ainsi démontrée.

e Etude de 9: on calcule la dérivée et dresse le tableau de variations

1 1 1

¢(x)=—x(x_1)+(x_1)2 = ) > 0.
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x 1 400
Y'(z) +
0
(0 /////
—0

et I'inégalité de droite dans 'encadrement est également démontrée.
(¢) On commence par calculer explicitement le méme de gauche

2n 2n

1 1 1 1
f"(x)_x+a_kz_ox+k_a_:c+a_;:r+/~c'

Grace a la question précédente, on sait que, pour chaque 1 < k < 2n, on a

< r+k
n .
r+k z+k—1

Ainsi,

fn(x)_l'i'a = Z !

x+k

< kZZI In P —

2n
= > (n(z+k) —In(z+k - 1))

k=1
= In(x +2n) — In(x) (somme télescopique)

T +2n
x

= 1n<1+%>,
T

ce qu’on voulait. La preuve de la seconde inégalité est en tout point analogue (en utilisant I'inégalité
de droite de ’encadrement obtenu ) la question précédente). L’inégalité étant vraie pour tout x > 0,
on l'applique & z,, ce qui donne immédiatement (sachant que f,(x,) = 0)

1 2n 1
a——<h(l+—)<a— ——.
Tp Ty Ty + 2n

= In

(d) En ne regardant que l'inégalité de droite, on a tout de suite

2n 1
nh(l4+—)|<a———<a,
T, T+ 2N

ce qui donne, en passant a ’exponentielle,

2
1+£<ea,
TIn

ou encore
2n

et —1°

(e) Comme a > 0, on a e* —1 > 0 et la limite du terme de droite de I'inégalité précédente tend vers
400 lorsque n tend vers +o0o. Par le théoréme de comparaison, il suit que x, tend également vers
+00. Mais alors, le théoréme des gendarmes appliqué a l'inégalité

1 2n 1
a——<hnh|{l+—)<a———.
T, T, Tn + 2N

Tpn >
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permet de conclure que

2n
In {1+ — a, n — 4o00.
Ty

(f) La derniére observation entraine, par composition par I’exponentielle (qui est continue) que

2n a 2n 1
— — -1l = X — — 1,
Ty et —1 x,

ce qui veut dire, qu’a l'infini, 1 es un équivalent de x,; les deux quantités se comportent de la

méme maniére. On notera, et ce sera introduit proprement en deuxiéme année,

T ~ o 1 n — +oo.
Exercice 3
1
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ———.
(@) V1+ 22

Partie 1 : Etude de f

(1) f est définie sur R et pour tout x € R, —z € R et

1 1
) = e = I

(2) f est dérivable sur R comme inverse d’une fonction qui ne s’annule pas et qui est dérivable sur R (car
x> /7 est dérivable sur R* et 1+ x? > 0 pour tout € R). On a alors

et f est bien paire.

@) = e x
WEE (Vi)
—x
N (14 22)V1+ a2
donc f est strictement croissante sur | — co; 0] et strictement décroissante sur [0; +o0].

En 400, V1 + 22 — 400 donc f (z) — 0 lorsque x tend vers +o0o par algebre des limites. Par parité, on
peut alors dresser le tableau de variations complet de f:

f'(=) + 0 -

. 0/1\0

(3) Il est clair, d’apreés le tableau de variations ci-dessus, que, pour tout z € R, 0 < f(x) < 1 et f est bien
bornée sur R.

(4) (a) Comme f est continue et strictement décroissante sur [0; +-00[, le théoréme de bijection assure qu’elle
est bijective de [0,4o00[ dans |lim f, f (0)] =10,1] = J.
(b) Pour tout y de l'intervalle ]0,1],
1
) = <:,> —_—
o=y Vite

Yy
1

— Vi+a?2=- cary#0
Yy

1
= 1+a°=—
Yy
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car la fonction carré est strictement croissante sur Rt et que v/1 + 22 et % en sont éléments.
y2

1

et comme y € ]0,1] alors 1 — y? est positif, et que v est strictement croissante sur R* alors

f@)=y <= \/13:1/1;2‘7;2
V1—19?

— T =

Y
car z > 0 et y > 0 donc f~! est définie (sur ]0,1]) par

[~ y) = Ty
Partie 2 : Etude d’une suite
On considére dans cette partie la suite (u,) définie par
ug = 0, Vn e N, upyr = f(up).
(5) On applique la définition en partant de ug = 0. On a
1

o= )= 1) = g =
1 1
uz = f(W)_f(ﬁ)_T%
_ 2
]

(6) Petite récurrence facile, en utilisant les résultat de la Partie 1 (notamment le fait que f est bornées a
valeurs dans |0, 1]).

e initialisation. Pour n =0, on a ug =0 € [0; 1].

e hérédité. Supposons que pour un certain n € N, on ait u, € [0;1]. Alors, d’aprés la Partie 1
Ogun—&—l:f(un)gl
et on a encore u,11 € [0;1] ce qui termine cette trés courte et trés facile récurrence.

(7) Commengons par observer que pour calculer les termes des suites de rangs pairs ou impairs, on va de
deux en deuxr donc on applique deux fois f. C’est & dire qu’on applique f o f.

U(ny1) = Uznt2 = [(uzn+1) = f(f(u2n)) = (f o f)(uzn).

Sur [0;1] (ou vivent les termes de la suite), la fonction f est décroissante, mais la fonction f o f est elle
croissante | Ce qui va permettre de faire une récurrence pour les variations des deux suites et de garantir
leur monotonie. Plus précisément

(f o f)' (@) = f'(f(z)) x f'(2).

Or, on sait que, sur [0;1], f’(z) < 0 mais comme f(z) €]0;1], f'(f(z)) < 0 également et par produit
(fof)(x) >0etdonc fof estcroissante sur [0;1].

(i) Montrons que (ug,) est croissante (par récurrence).
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e initialisation. Pour n = 0, on a

u =0< —= =u

V2

et la propriété est bien vérifiée.
e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait ug, < ug(,41). Alors, par croissance
de f o f sur [0;1] dont tous les termes de la suite sont éléments, on a

o(n+1) = (f o f)(uan) < (f o f)(ugns1) = Yom+2),

ce qui est bien la propriété au rang n + 1 et termine la récurrence.

(ii) On montre de méme que (u2,+1) est décroissante.

e initialisation. Pour n =0, on a

2
u1—12\/;—u3

et la propriété est bien vérifiée.
e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait ugpi1 > Ug(pq1)41. Alors, par
croissance de f o f sur [0; 1] dont tous les termes de la suite sont éléments, on a

U2 (n+1)+1 = (f o f)(uzns1) > (fo f)(u2(n+1) = U2(n+2)+15

ce qui est bien la propriété au rang n + 1 et termine la récurrence.

La suite (ugy) est croissante et majorée par 1, elle converge donc vers une certaine limite ¢ € [0; 1]
par application du théoréme de convergence monotone. De méme, la suite (uz,11) est décroissante et

minorée (par 0), elle converge donc vers une certaine limite ¢’ € [0;1].
Attention, a priori rien ne garantit a ce stade que les deux limites sont les mémes. On va devoir le

montrer.

(8) (a) On résout. Soit x €]0;1].
1—a2 1
x V1+a?

— (1-2)Q+2) ==z +2>-1=0

C’est une équation bi-carrée qu’on sait donc résoudre. On pose y = x2.

y = a°

4 2 4 _ x
T+ -1=0 <= {y2+y_1 -~ 0

— Y~ -
y = Y5 (ary=22>0)

V5 —1

5 (car z > 0)

— T =

V5 —1

Ainsi, équation f(z) = f~!(x) admet pour unique solution dans ]0,1] z = 5

(b) Comme g1y = f o f(uan), que uzn — £, Upni1y — £ et que f est continue sur [0; 1] (intervalle
ou se trouve ¢), le passage a la limite donne

(= foft)

ou encore, en composant par f!
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V5 —1

Ainsi, par la question précédente, on a nécessairement £ = 5

Le méme raisonnement donne aussi que

V=)= V51
5

Les deux sous-suites de rangs pairs et impairs convergent vers la méme limite, on peut conclure que
la suite converge vers cette limite

. V-1
lim wu, = .
n—-+o0 2

Exercice 4

Soit n € N un entier supérieur ou égal a 2. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On préléve au
hasard ces n boules une par une et sans remise (afin de vider I'urne).

A la suite de cette expérience, on note, pour tout i € [1,n], u; le numéro de la boule obtenue au cours du i—éme
tirage.

Pour tout i € [2,n], on dit qu’il y a un record au i—éme tirage si

w; > max{ui,...,uj—1},

autrement dit, si la boule obtenue au i—éme tirage porte un numéro strictement supérieurs aux numéros des
boules tirées précédemment. D’autre part, on convient qu’il y a systématiquement un record a 'instant 1.

Pour tout (i, k) € [1,n] x [1,n], on introduit les événements :

e R;: "il y a un record au i—éme tirage"
e B, : "la boule obtenue :—éme tirage est numérotée k"
e A, : "la boule obtenue au i—éme tirage porte un numéro strictement inférieur a £"

Par convention, on a donc P(R;) = 1.

Ezemple. Sin =8 et que l'on obtient, dans cet ordre, les boules numérotés @D@®DO®® D, alors il y a un
record aux tirages 1,3,4,6 et 7. Ainsi les événements

Ry, R3 ,R4 ,Re ,R7 ,B12,B21,B33,A36 , A5,

notamment (ce ne sont pas les seuls), sont réalisés.

On modélise I’expérience par ’ensemble €} des n—uplets de numéros de boules piochées, dont les composantes
sont donc deux a deux distinctes et on considére P 1’équiprobabilité sur (2, P(2)).

(1) 2 est 'ensemble des n—uplets ordonnées d’éléments choisis parmi [1,n] sans répétition.
Pour la premiére boule, on a n choix, pour la seconde n — 1, pour la troisiéme n — 2... et pour la derniére
un seul choix. Au final, il y a n! éléments dans (2.

C’est aussi le nombre de permutations de [1,n].

(2) On répeéte le méme raisonnement que dans la questions précédente, mais les n — 1 piochées (sans remise)
sont & choisir parmi les boules numérotées de 1 & n — 1. Et pour la derniére, on veut la boule numérotée
n donc il y a un seul choix pour celle-ci. Au final, il y a (n — 1)! tirages correspondant & la situation
demandée.

R, est réalisée si et seulement si le n—iéme tirage est un record ce qui arrive si et seulement si la n—iéme
boule piochée a un numéro strictement supérieur & tous les autres ce qui se produit si et seulement si la
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n—iéme boule piochée porte le numéro n. D’aprés ce qui précéde, il y a (n — 1)! tirages pour lesquels
cette boule sort en dernier et n! tirages en tout, on a donc bien
m=1)! 1
P(R,) = — =
n! n

(3) Soit i € [2,n].

(a) Soit k € [1,i—1]. Si R;N B, est réalisé, alors il y a un record au i—éme tirage en obtenant la boule
numérotée k. Dans ce cas, les i — 1 premiéres boules portent toutes un numéro strictement inférieur
ou égal & k si bien que, méme dans le meilleur des cas ol on aurait les ¢ — 1 plus petits numéros
(doncdelai—1),il faut que k > i—1. Ce n’est pas le cas donc R;NB; j, = () et donc P(R;NB; 1) = 0.

(b) Soit k € [1,n]. L’événement R; N B, j, est réalisé si et seulement si il y a un record au i—éme tirage
en obtenant la boule numérotée k si et seulement si les boules obtenues aux ¢ — 1 premiers tirages
ont un numeéro inférieur strictement a k et celle au i—éme tirage porte le numéro k. On a donc

(c) Soit j € [1,7 — 2]. Sachant que 'on a déja pioché j boules avec un numeéro strictement inférieur a
k, il reste n — j boules dont k — 1 — j avec un numéro strictement inférieur a k.
Appliquons la formule des probabilités composées :

i—1
P(R;NB;;) =P ﬂ Ajr | N Bix
j=1
= P(Al,k)PAl,k (A2,k)PA1,kﬂA2,k (A3,k) .- 'PAl,km'“ﬂAi—Z,k (Al'*l,k)PAl,kﬂ"ﬂAiq,k (Bi,k)
k-1 k-2 k—1—(i—2) 1
= X X« X - X -
n n—1 n—(i—2) n—(i—1)

d’aprés la question précédente. Ainsi

(k=1)!
P(R; N By,) = &0
(n—1)!
(d) On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements (B 1, ..., Biny) :
n i—1 n n (]Z_l)'!
P(R) =Y P(RiNBiy) =Y P(RiNBis)+ Y P(RinBiy) =0+ 0
k=1 k=1 k=i k=i (n—)!
Ensuite, pour tout k € [1,n],
k1 (k—1)! ) (k—1)! (k—1)!
() G—DI(k—7)! 1! =0 . k—0)!
= 1 = - X 1 =1 X T
" _nl —-1)! n. S
(Z) il(n—1)! (Z (n—1)! (n—1)!

On en déduit que

P(R;) = 1276 (%31)

k=1 7

~

(e) On reconnait une somme télescopique :

(O-CT)-0-0-0)-

(f) La formule du triangle de Pascal entraine alors que

k:_z:l <];:11) - <7Z> — 1.



12 Solution

S () =)+ () =)

En divisant, on obtient donc

donc

1
et donc P(R;) = T

1 .
On vient donc de montrer que, pour tout i € [1,n], P(R;) = — : il y a une chance sur i qu’il y ait un record au
i

i—eéme tirage.



