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Devoir surveillé n°3 - sujet B

Solution

Dans tout le sujet, on suppose déja importées sous leur alias habituels les bibliothéques Python usuelles.

import numpy as np

import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt

Exercice 1

On considére deux réels a et b ainsi que la matrice A = (8 11))

(1) (a) La matrice A est triangulaire; ses valeurs propres sont ses ¢léments diagonaux. Si a = b, on
a alors une seule valeur propre Sp(A) = {a}.
(b) Si A était diagonalisable, il existerait une matrice D diagonale et une matrice P inversibles
telles que A = PDP~!. D ayant le méme spectre que A, elle serait donc diagonale avec une
seule valeur sur la diagonale donc D = al. Mais on aurait alors

A= PalP™' =al,

ce qui n’est pas le cas. Donc A n’est pas diagonalisable.
(2) On suppose dans cette question que a # b.

(a) Comme énoncé précédemment, A admet pour valeurs propres ses deux éléments diagonaux
a et b qui comme supposés distincts donnent donc deux valeurs propres distinctes pour A
qui est une matrice de taille 2 : d’aprés un résultat du cours, A est donc diagonalisable.

a 0

0 b))

Pour trouver P il faut trouver la matrice de passage vers une base de Mj;(R) formée d'un

vecteur de propre de A associé a a et d'un vecteur propre de A associé a b.

Il faut donc résoudre les équations correspondantes.

(b) La matrice D cherchée est sans difficulté la matrice D =

. . 1 o .
On peut quand méme voir que ( est vecteur propre associé a a sans calcul directement

0
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sur la matrice. On résout juste 'autre équation

Xz(Z)eKer(A—bI) — {(a—bﬁfﬂé -0

|
o

— y=(b—a)x

= X= ((b—xa)a:) :$<bia>

On a donc Ey(A) = Vect ((b ! a)) ot Ey(A) = Vect ((

vient de trouver pour former une base de chaque sous-espace propre forment, par principe
de concaténation, une base de My (R). En posant

1 1
P= <O b—a)

la matrice de passage de la base canonique vers cette nouvelle base de vecteurs propres, la
formule de changement de base donne bien A = PDP~! ou encore AP = PD.

>) Les deux vecteurs qu’on

O =

(3) Soit ¢ €]0;1[. On considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes (définies sur un
méme espace probabilisé qu’on ne précise pas ici) de méme loi géométrique G(q).

(a) D’apres la formule des probabilités totales appliquées au s.c.e {[X = k| : k € N*}, on a

P(X=Y) = iop([xzym[xzk])

= S Py =HN[X=k)

+oo
= Z P(X =k)P(Y =k) par indépendance de X et Y
k=1

(b) On considére la matrice aléatoire A(X,Y) = ()g )1/)

(i) D’apres ce qu’on a vu ci-avant, A(X,Y) est diagonalisable si seulement si X # Y donc

P (A(X,Y) non diagonalisable ) = P(X =Y)
P
2—-p
(ii) D’aprés tout ce qui précede, comme Sp(A(X,Y)) = {X, Y}, il suit que
M = max(X,Y).

On a déja vu comment obtenir la loi du max de deux variables aléatoires indépen-
dantes, de méme loi géométrique. Naturellement, M (2) = N* car X et Y prennent
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leurs valeurs dans N*. On procéde comme suit. Soit k& € N*.
P(M <k) = P(X<EKn[Y <k])
= P(X<EkPY <k) par indépendance de X et Y

= P(X <k)? car les deux v.a suivent la méme loi

= (1-(1-p"
Et, comme P(M =k) = P(M < k) — P(M <k — 1), on obtient
POT=8) = (1= =)= (1= (=)
= p(1-p)"2-2-pA-p")
= 2]9(1 _p)kfl _p<2 _p) <(1 _p)g)k—l

On sait que M admet une espérance si et seulement si la série > kP(M = k) converge
(absolument). Or,

RPOL=K) = k(200 =) =22 =) (1 -)"")

= 2px k(1 —p)* =p(2—p) x k((1-p)?)
et on reconnait une combinaison linéaire de termes généraux de séries géométriques

(décalées) dérivées d’ordre 1 (de raison 1—p et (1—p)?) convergentes. Ainsi, M admet
une espérance et

k—1

1 1

Rl (e ) N (e (T
NN
- p p(2-p)
_ ew
~ p2-p)

Exercice 2

-1 0 1
On considére la matrice A=1 0 0 0O
1 0

(1) Le rang de la matrice est la dimension de I’espace vectoriel engendré par ses colonnes. On voit
que la premiére et la troisieme sont colinéaires et que la seconde est nulle.
Il est donc clair que rg(A) = 1.

(2) On commence par pré-remplir une matrice avec des 1. Puis, on remplace des 1 par des 0 un
terme sur deux selon une certaine parité ((—1)""/ = —1 lorsque i + j est impair - attention, ne
pas oublier de tenir compte du décalage d’'indices en Python). Enfin, si la somme d’une ligne
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n’est égale & 2, le coefficient de la ligne qui se trouve sur la diagonale de la matrice est augmenté
de 1. Au final, la matrice B obtenue est

B = =A+21.

=
—_— O =

0
2
0

Le résultat de l'affichage est alors le produit de B par B — 21 ce qui est donc égal au produit de
A+ 21 par A et donne la matrice nulle.

Cela nous permet d’exhiber un polyndéme annulateur pour A. En effet, (X +2)X = X? +2X
annule donc A.

Ainsi, les valeurs propres de A sont a chercher parmi les racines de ce polyndéme, & savoir 0 et
—2. On sait déja que 0 est valeur propre car A n’est pas inversible (son rang est 1) et on connait
méme la dimension du sous-espace propre associé (qui n’est rien d’autre que le noyau de A) et
vaut, par le théoréme du rang, 2.

Comme A est symétrique, on sait que A est diagonalisable. Or, n’étant pas elle méme déja
diagonale, elle ne peut pas avoir une seule valeur propre (on pourrait refaire le raisonnement par
I'absurde de l'exercice précédent). Donc A admet au moins deux valeurs propres, c’est a dire en
fait exactement deux et on peut affirmer que

Sp(A) = {07 _2}‘

Oui, on 'a déja dit d’ailleurs. A est symétrique donc diagonalisable. Le piége aurait été de
répondre que non car elle n’a que 2 valeurs propres distinctes (alors qu’elle est de taille 3). Mais
personne n’est tombé dedans bien sir.

00 O
On est tentés d’écrire A = PDP~! avec P inversible (& déterminer) et D= |0 0 0

00 —2
Puis de dire, par récurrence immédiate que A" = PD"P~!. On pourrait. Mais on peut aller
plus vite. Le polynéme annulateur qu’on a exhibé plus haut donne A? = —2A. Une récurrence

immeédiate elle aussi donne alors, pour n > 1,
0
At = (=2)" 1A= 0 0
0

La par contre, on utilise une matrice diagonale pour résoudre car c’est plus simple. Sans expliciter
P, oona

(A—zl)?=1 <= (PDP™'—PzIP ') =1
— (PO -2zDP N =I < P(D—zl)’P =1
— (D—al)?=1

Or,
—z 0 0 2 /20 0
(D—z0)?=|0 -—= 0 =0 2 0
0 0 (-2-2) 0 0 (—2—x)?
Ainsi,
(D—zl)?=1 <= o= 1
= 2+2)? = 1
<— x=-1

Ainsi, x = —1 est 'unique valeur pour laquelle (A — zI)* = 1.
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Exercice 3

On considére, dans cet exercice, deux variables aléatoires X et Y (définies sur le méme espace probabilisé
qu’on ne précise pas ici) a valeurs dans N.

On suppose, pour tout 'exercice, que, pour tout n € N, P(X =n) > 0 et que la loi conditionnelle de Y
sachant [X = n] est la loi uniforme U([0, n]).

(1) Par définition de la loi conditionnelle de ’énoncé, on peut écrire, pour tout couple d’entiers
(n, k) € N2,

0, sik>n
si0<k<n

Pix=m(Y = k) = {

n+1’

Par la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e {[X =n|: n € N}, on a

P(Y =k) = Y Px_n(Y =kPX =n)

+00
= ZP[X:n](Y = k)P(X =n),
n=~k

car Pix—n(Y =k) =0sin <k

(2) Soit k € N. Toujours avec la formule des probabilités totales avec le méme s.c.e, on peut écrire

P(X-Y=k) = Y Pyy(X-Y=kP(X=n)=)» Px_pnY =n-kPX =n)

Or
0<n—k<n < n>k.

Comme alors Pix—, (Y =n—k) =0 pour n <k, on a
+oo +o0

P(X =Y =k) =) Px—p(Y =n—k)P(X =n) =) Px_n(Y =k)P(X =n) = P(Y = k)
n=~k n=~k

car sachant [X = n|, Y est uniforme et donc

1
n+1

P[X:n](Y = k‘) = P[X:n](Y =n — k’) =
On a bien montré que X — Y et Y suivaient la méme loi.

(3) D’apres ce qui précéde et sans effort supplémentaire, on peut écrire

P(Y:k):znilP(X:n).

(4) On suppose, dans cette question que Z =Y + 1 suit une loi géométrique de paramétre p €]0; 1].
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(a) 11 suffit d’utiliser la formule bien connue de la loi géométrique. Soit k € N.
PY=k) —P(Y=k+1) = P(Z=k+1)—P(Z=Fk+2)
(1=p)'p—(1=p)'p
= p(1-p) (1~ (1-p))
= p(1-p"
(b) En réutilisant une question précédente,

Pl-—pF = PY=k)—PY =k+1)

400 1 +o0 1

= P(X =n)— P(X =
> P )= Y P
n= n=k+1

_ P(X=h)

k41

ce qui permet d’obtenir, pour k£ € N,
P(X = k)= (k+1)p*(1 = p)*.
(c) D’apreés le cours
X admet une espérance <= Z kP(X = k) converge (absolument)
Or,
kP(X = k) = p*k(k + 1)1 = p)* = p*(1 = p)k(k + 1)(1 = p)*~!

et on reconnait le multiple du terme général d’une série géométrique (décalée) dérivée d’ordre
2 de raison p (avec 0 < p < 1) donc convergente. Il suit que X admet une espérance et que

o0
E(X)=p*(1-p) kz%/f(/f + 1)1 -p)t =p*(1—p) x A=pF  A-pk
(d) Soient (n,k) € N?, on a, d’'une part,
PIX =Y =n]Nn[Y =k]) = P((X=n+kNY =k]) = Pxeniy(Y =k)P(X =n+k)
= ﬁ X (n+k+1)p*(1 —p)*
= p’(1—p)"*
D’autre part, comme Y et X — Y suivent la méme loi,
P(Y =k)P(X-Y =n)=P(Y =k)P(Y =n) = P(Z = k+1)P(Z = n+1) = p(1—p)*p(1—p)" = p*(1—p)"**.
Les quantités sont bien égales, les variables aléatoires X — Y et Y sont indépendantes.

(e) On peut alors utiliser cette indépendance pour écrire

cov(X,Y) = cov(X =Y +Y)Y)=cov(X —Y,Y) +cov(Y,Y)
= V()

car cov(X — YY) = 0 par indépendance. Or V(Y)=V(Y +1)=V(Z) = %, donc

1—
cov(X,Y) = 2p‘
p
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Probléme

Partie 1 - Un probléme de Cauchy et deux fonctions périodiques

On considere le probléme de Cauchy

y//+y — O
(P) y(0) = 0
y'(0) =1

(1) Pour résoudre un probléme de Cauchy, on commence par résoudre 1'équation différentielle (ho-
mogene), ici d’ordre 2. Pour ce faire, on considére I’équation caractéristique z? + 1 = 0. Cette
équation n’admet pas de solution dans R (discriminant strictement négatif). On ne peut alors
rien dire.

On admet l'existence et I'unicité d’'une fonction s : R — R de classe C* solution de (P). On pose,
pour tout t € R, ¢(t) = §'(¢).

(2) Premiére propriétés des fonctions s et c.

(a)

(b)

()

Comme on a admis que s était de classe C* et que ¢ = ¢, il suit naturellement que c est
aussi de classe C* sur R. De plus, ¢/ = (§') = s”. Comme comme s est solution de (P), on
a que s” + s = 0 ou encore s” = —s. Ainsi, pour tout ¢ € R, on a bien ¢/(t) = —s(t).

On pose, pour tout ¢ € R, h(t) = c*(t) + s*(t). La fonction h est dérivable sur R (elle est
méme C*) et on a, pour tout ¢t € R,

R (t) = 2c(t)c(t) + 28" (¢)s(t) = 2/ (t)e(t) + 2¢(t)s(t) = 2¢(t)('(t) +s(t)) =0

d’aprés la question précédente. La fonction h a une dérivée nulle sur R : elle est donc
constante sur R.

On connait (par définition des solutions du probléme de Cauchy) les valeurs de s(0) = 0 et
c(0) = ¢/(0) = 1. 1l suit que ~h(0) = 1?2 + 0? = 1. Mais, comme la fonction h est constante
sur R, on a

vVt € R, (t) +5%(t) = 1.
On utilise la question précédente. On sait déja que pour tout ¢ € R, on a (c*(t) > 0 et)

A(t) =1 —s%(t) <1, ce qui donne 0 < ¢*(¢) < 1 puis, —1 < ¢(t) < 1. Ainsi, ¢ est bien
bornée sur R. C’est exactement la méme chose pour s.

(3) Le but de cette question est de montrer qu’il existe 6§ > 0 tel que s(f) = 0.
On raisonne par l’absurde en supposant donc que, pour tout 6 > 0, on a s(6) # 0.

(a)

Par hypothése, s ne s’annule pas sur R} et y est donc de signe constant. Si s était néga-
tive, alors ¢’ = —s serait strictement positive et ¢ serait strictement croissante sur R7 et
méme sur R+ car elle y est continue, ce qui implique notamment que, pour tout ¢ > 0,
c(t) > ¢(0) = 1. Mais on a vu a la question précédente que c était bornée par 1, ce qui est
donc une contradiction. II suit que s est strictement positive sur R%. Comme s” = —s sur
R, s” est strictement négative sur R¥ .
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(b) (i) Comme ¢’ = —s est strictement négative sur R*, ¢ y est strictement décroissante.
Etant bornée (ici c’est le caractére minorée qui compte), le théoréme de convergence
monotone permet d’affirmer que ¢ admet une limite finie £ en 4o00.

(ii) La fonction c est continue sur R. Par le théoréme fondamental de I’analyse, la fonction
t

t— c(x)dz est 'unique primitive de ¢ qui s’annule en 0. Mais cette fonction est s

0
(car 8" = c et s(0) = 0). On peut donc écrire, pour tout ¢t € R,

t
s(t) = / c(x)dz.
0
(iii) Supposons que ¢ # 0. Distinguons alors deux cas :

e Si / > 0. Par définition de la limite, il existe ty > 0 tel que, pour tout x > %y, on
c(x) > £/2. Mais alors, pour t > t,, on aurait

to t E
s(t) = / c(x)dx +/ c(x)dx > / z)dr + = / dz = / x)dx + (t —tp) = —> o0,
0 to 0 2 t—+oo

ce qui n’est pas possible vu que s est majorée (par 1).
e De la méme maniére, si £ < 0, on peut trouver t; > 0 tel que, pour tout x > ¢y,
on a c¢(r) < ¢/2. Mais alors, pour ¢ > t;, on aurait

11 t g
s(t) = / c(x)dx —|—/ c(x)dxr < / z)dr + — / doe = / z)dr + (t—t1) = — —o0,
0 t1 0 2 t—+oo
ce qui n’est pas non plus possible car s est minorée (par —1).
On peut donc conclure que ¢ = 0.
(¢) On sait que, pour t > 0, ¢/(t) = —s(t) < 0 donc ¢ est strictement décroissante. Elle est aussi
continue sur R, donc réalise (par le théoréme de bijection) une bijection de R, sur ]0;1]

car ¢(0) =1 et ¢(t) — 0, t — 400. On a bien que, pour tout ¢ > 0, c(t) > 0.

(d) Comme précédemment, s est croissante (car s’ = ¢ > 0 sur R, ) et majorée. Par convergence
monotone, elle admet une limite finie v en +oo.

(e) On sait que ¢’ = —s ou encore s = —¢’ donc, pour t € R,
t t
/ s(z)dx = —/ d(z)dz = —[c(x)]y = —c(t) +c(0) = 1 — c(t),
0 0
ou encore

vVt € R, c(t)y=1- /Ots(x)dx.

(f) En reproduisant le méme raisonnement que pour ¢, l’écriture ci-dessus avec une intégrale
permet de montrer que v = 0. Ceci n’est pas possible. En effet, s était croissante, si § > 0
est fixé, on a (s(f) > 0 par hypothése) et

v = tlfo% s(t) > s(f) > 0.

Ainsi, c’est notre hypotheése initiale, & savoir que s ne s’annule pas sur R qui est absurde.

On a donc montré que s s’annule sur R}. On admettra que la plus petite valeur de 6 > 0 telle que
s(0) = 0 est 7, ainsi

s(m) =0, et Vte€lo,x], s(t) #0.
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En travaillant avec les conditions de (P) vérifiées par s, on montre facilement et on admettra que s est
une fonction impaire et que, pour tout ¢t € R, on a s(m — t) = s(t).

4) (a)

()

(d)

Soit t € R, on a

et c est bien paire.

Pour t € R,

O'(t) =§"(t +27) = —s(t + 27) = — (1),
donc ¢” + ¢ = 0 et ¢ est bien solution de I’équation différentielle. De plus, d’aprés les
propriétés de s admises ci-dessus,

©(0) =s(2m) =s(m — 27) = s(—7w) = —s(7) = 0.

Observons aussi que c(t) =§'(t) = —s'(m — t) = —c(m — t). Ce qui donne

¥'(0) = ¢(2m) = —c(m — 2m) = —c(—7) = —c(n),
car ¢ est paire. On sait aussi que ¢?(1) = 1 — s*(r) = 1. Donc c(7) € {-1,1}. Or,
¢ = —s < 0 sur |0, 7[ donc ¢ est strictement décroissante sur [0, 7]. Comme ¢(0) = 1, on a
c(m) = —1. 1l suit alors que

P(0) = —c(m) = ~(~1) = 1.

Ainsi ¢ est solution de (P) mais le probléme de Cauchy a une solution unique, qu’on a
appelée s. Il suit que ¢ = s ou encore

vVt € R, s(t+2m) = s(t).
On dit que s est périodique, de période 2.

Il suffit de dériver. Soit t € R,
c(t +2m) = s'(t +2m) = (s(t +2m)) = () = c(t).
Ainsi, ¢ est bien périodique de période 2.
(i) On a déja vu précédemment que c était strictement décroissante sur |0, 7[. Elle y est
aussi continue et réalise donc une bijection de ]0, 7| sur | — 1,1[. En particulier, 0

admet un unique antécédent 6 €0, 7.
(ii) On peut dresser le tableau de variations de s sur [0, 7.

X 0 0 s
I
s(0)
S O/ \0

On voit alors que pour tout t € [0;7], s(t) < s(f), ce qui veut bien dire que s atteint
son maximum sur [0; 7] en 6.

On remarquera que ce maximum vaut 1, car s?(6) + ¢?(6) = 1 et c*(d) = 0 donc
s?(f) = 1 et comme s(6) > 0, on a s(f) = 1.
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(iii) Comme 6 €]0, 7[, alors 7 — 6 €]0, [ aussi. Mais, s(m — 0) = s(f) donc s est maximale
en 7 — 6. Or, s n’atteint son maximum sur [0, 7] qu’en 6. Il suit que
T

T—0=0 << 20 =71 <— 9:5

(iv) On pose, pour t € R, ¢(t) = ¢ (g — t). Comme ¢’ = —s, on a ¢” = —s

que
v == (= (3 1)) = (3 -1) =

ou encore 9" =1 = 0. Reste a vérifier les conditions initiales.

w0 =< (%) =c(0) =0

0 -0 () +x() -1

(on a bien justifié plus haut que le maximum de s était 1).
Ainsi, ¢ est solution de (P). Par unicité de la solution on a 1) = s, ou encore

vt € R, C(%—t) = s(t).

(5) On a déja montré que c était strictement décroissante sur [0; 7/2]. On sait que ¢ est strictement
positive sur |0, 7/2[ (par définition de § = 7/2), il suit que s est strictement croissante sur [0, 7/2]
(car elle est continue sur l'intervalle fermé).

Le théoréme de bijection qu’on applique dans les deux cas (chacune des fonctions est continue
sur l'intervalle correspondant et strictement monotone) permet d’obtenir le résultat voulu.

"= —c. Il suit

et

Partie 2 - Une suite d’intégrales

On considére la suite d’intégrales (W,,) définie, pour n € N par

W, = / ")t
0

ol ¢ est la fonction étudiée dans la partie précédente. Celle-ci étant continue sur [O; g], la suite (W,)
est bien définie.

(6) Ces calculs ne posent pas de probléme

WQ - / dt
0
T
2
- / C ()t
0

7) Il est suggéré de poser x = I —t changement de variable affine donc licite qui donne notamment
gg 2 g
dz = —dt,t =7 —wet

Bl 0 P Bl
W, :/ c"(t)dt :/ c" <— - a:) (—dz) = / s"(z)dx,
0 x 2 0
car d’apreés la Question (4(d)iv)) de la Partie 1, on a
(5-2) =s@
c(5—z)=s)
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(8)

(9)

(10)

On sait que, pour tout t € [O, g} ,c(t) € [0;1]. Ainsi, pour tout n € N, on aura c¢"(t) > c"*1(t).
Par positivité de 'intégrale (dont les bornes sont rangées dans l'ordre croissant), on a bien
W, > W41, ou encore que la suite (W,,) est décroissante.

L’indication sur I'utilisation de la Question suggére de remarquer que
PA(t) = )" = (1 —s°(1)) () = c"(t) — s(t)s(t)c™ (1)

et de poser

{u’(t) = —s(t)c"(¢) W{ u(t) = —5c"(t)
v(t) = s(t) V() = c(t)

Les fonctions v et v sont clairement C' sur [0; g} par tout ce qui précéde. On peut donc faire
notre IPP pour obtenir

Wiio = /ﬂ/2 c"(t)dt — /W/Q s(t)s(t)c™(t)dt

n+1 /2 1 w/2
= W, — s(t)c" (t) — _/ "2 (t)dt
n+1 |, n+1J,

Comme c¢(7/2) = 0 = s(0), on obtient

1
Wn == Wn - —Wn )
+2 T 1 +2
ou encore
1
1 Woio =W,
( * n —+ 1) +2 il
et puis
n+1
n = Wn
LY + 2

comme attendu.

On considére, pour n € N, J, = (n+ 1)W,, W, 41.
On fait ce qu’on nous demande. Soit n € N.

Jn+1 - Jn = (n + 2)Wn+1Wn+2 - (n + 1)Wan+1
n+1
=0

Ainsi, la suite (J,,) est constante. On a donc, pour tout n € N,

Jn:JOIW(]leg.

Soit n € N. Observons que W,, > 0 (car c(t) > 0 sur [0;7/2] et on applique la croissance de
Wn+2

n
I'intégrale). On sait déja que T W Mais, on sait aussi que (W,,) est décroissante, donc
n n

Wiio < Wyiq, ce qui donne

Wi < Wit
W, — W,

Wn+l

mais aussi W11 < W, ou encore < 1. On a bien 'encadrement

n

n+1:Wn+2<Wn+l<1.
n+2 w, — W, —
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(12)

Comme n+1 ~ n+2, lorsque n — 400, le théoréme des gendarmes avec ’encadrement précédent
donne

Wn+1

n

On utilise alors la valeur de J,,, on a, pour n — 400,

lim
n—-+00

=1 < W, ~W,i1, n = +o0.

g = Ty = (n+ DWWy ~ nW2
Oou encore
T
W2~ —
" 2n
et enfin

any/l, n — +0o0.
2n

Partie 3 - L’intégrale de Gauss

“+oo
Le but de cette partie est d’évaluer (sans faire appel au résultat admis du cours) l'intégrale / e~ dt.
0

(13)

(14)

(15)

(16)

La fonction x — e™*" est continue sur R, lintégrale est impropre en +o0o0. Sur [0; 1], il s’agit
de l'intégrale d’une fonction continue donc l'intégrale existe. Observons que, par croissance

comparée
2 1
e =0(—5 ], T +00.
T

+00
Or, l'intégrale de Riemann / — est convergente.
TR

+oco
N L 1. e . ... L, _.2
Par critére de négligeabilité pour des fonctions positives, I'intégrale / e~ * dx est encore con-
1

vergente.
Au final, I'intégrale est bien convergente sur [0; 400].

On T'a fait 1000 fois. Un argument de concavité de la fonction x +— In(1 — ) permet de dire que
sa courbe est au dessous de toutes ses tangentes, notamment celle en 0 d’équation y = —x, ce
qui donne l'inégalité demandée.

Soit n € N* fixé. Soit x € [0, +/n]. On a d’apres I'inégalité ci-avant et la croissance de la fonction

exponentielle
2 2
T x
In (1 - _) < v
n n

2\ " 2
(1—$—> = exp (nln (1_x_>) <e .
n n

La positivité de l'intégrale permet de conclure a I'inégalité souhaitée.
2 2
x x
In (1 + —) < —
n n

2\ —" 2
(1 + x_) = exp (—nln (1 + x_)) > e
n n

et la positivité de I'intégrale donne & nouveau I'inégalité voulue.

et donc

De la méme maniére, on a

donc
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(17)

Considérons donc le changement de variable z = y/nc(u). Comme c est bijective de [0, 7/2] sur
[0,1], il suit que la définition précédente est équivalente & u = ¢! (z//n) qui définit bien une
fonction de classe C! sur [0, +/n], bijective & valeurs dans [0,7/2]. On a méme

dz = /nc' (u)du = /ns(u)du.

/oﬁ (1_x_2)ndx - // (1= (W) s(u)vndu

w/2

= \/ﬁ/ s (u)du
0

= VnWania,

On obtient

comme demandé.

s(u
On adme que le changement de variable x = \/ﬁﬁ (est licite et) permet d’obtenir

c(u)
vn 22\ 7"
/ (1 + _) dr = \/ﬁWQn,Q.
0 n

On a donc 'encadrement, pour tout n € N,

(18)

1

Jn

VnWapi1 < / e dr < VnWay_a.

0
D’apres la Question de la Partie 2, on a

T T
22n+1)  2y/n’

T T
202n —2)  2vn’
NG

En divisant donc I’encadrement précédent par TR le théoréme des gendarmes nous permet

W2n+1 ~

et
WQn—2 ~

d’affirmer que tout tend vers 1. Il suit que
+o0 vn
/ e dz = lim e dr = ﬁ
0 n—-+oo 0 2

et on n’est pas peu fier d’avoir démontré le résultat admis dans le cours sur la valeur de cette
intégrale.

Par parité et la question précédente, on peut affirmer que

+oo )
/ e " dr = /7.

—o0
On va ensuite poser le changement de variable affine
t—m
r=——,

J\/§

qui est donc licite (et qu’'on peut faire directement sur 'intégrale impropre car c’est affine et que
celle-ci converge). On a

1
dr = —=dt
0\/5

on suggére de le vérifier en exercice supplémentaire
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donc N N ( ¢
& g2 o0 t—m 1
\/E:/_we dx:/_OO exp(— 53 )(ﬂ/ﬁdt’
ou encore N )
oo t o
/ exp —ﬂ dt = oV 2m.
oo 202
(20) En développant puis par identification, on trouve sans difficulté
1/(20%) = a o = 1/(2a)
—mjo? = b << m = —bo?=-b/(2a)
m?/(20*)+a = ¢ a = c—m?/(20%) = c—b*/(4a)
(21) Etant clair que, avec le choix précédent de m, o et a, on a

la convergence de l'intégrale est garantie et, d’aprés la valeur trouvée pour l'intégrale deux
questions plus haut, on a

+o0o b2 _y
/ exp(—(at® + bt + ¢))dt = V2102 exp(—a) = \/Eexp (4—ac) :
_ a a

[e.9]

exp(—(at® + bt + ¢)) = exp(—a) exp (—

comme demandé. Ouf!
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