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Les deux exercices de ce dernier sujet sont des créations originales de Tom Dutilleul (Lycée Carnot, Paris 17e)
et il en est de méme pour les solutions qui sont jointes ci-apreés.
On le remercie encore pour ce travail et ce partage.
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DS8 (vA) - Correction

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies numpy, numpy . random et matplotlib.pyplot
de Python sont importées sous leurs alias habituels (np, rd et plt).
Probléme (sujet maison)
On souhaite étudier dans ce probléme I’équation différentielle linéaire d’ordre 3 :
(E): " 4+ 2¢" — ¢ —2p = (=12t + 5)e*

d’inconnue ¢ une fonction trois fois dérivable sur R.
On note (Ep) 1'équation différentielle homogeéne associée :

(E()) . QO///+2(,0//—§0/—2(,O:0

Partie I : Etude d’une matrice

01 0
Onpose A=(0 0 1 |.

21 =2

1. a) On exécute le script suivant :

1 I = np.eye(3)

2 A = np.array([[0,1,0],[0,0,1],[2,1,-211)
s B = np.dot(A-I, A+I)

4 C = np.dot(B, A+2*I)

5 print(C)

et il renvoie :

[[0 0 0]
[0 0 0]
[0 0 0]]

SO

Que peut-on en déduire ?

Démonstration. On peut en déduire que (A — I3)(A + I3)(A + 213) = 0,4, (®)-

Ainsi : le polynome P(z) = (z — 1)(z + 1)(x 4 2) est un polyndéme annulateur de A.

O
b) Donner les valeurs propres possibles de A.
Démonstration. D’aprés la question précédente, P étant un polynéme annulateur de A :
Sp(A) C {racines de P} = {—2,—1,1}
Les valeurs propres possibles de A sont : —2, —1 et 1.
O
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2. a) Déterminer Sp(A) et une base de chacun des sous-espaces propres de A.

X
Démonstration. Soit U = (y) € M31(R).

z

o Tout d’abord :

!

DO
8
+
DO
<
+
N
|
o

On en déduit que

E—z(A):{ (;> 6%3,1(R)\$:—%y et Z:—Qy}

z

:{ (_Jy) e,///g,l(RHyeR}
—2y
:Vect(<1%)>
2

1
E_2(A) # {045, )} donc —2 est valeur propre de A. De plus, la famille F_5 = ( (2) > :
4

— engendre E_5(A)
— est libre car constituée d’un unique vecteur non nul

donc ‘]—'_2 est une base de E_3(A) ‘
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o Ensuite :

On en déduit que

I El
11 0 z
= |0 1 1 Y
21 -1 z
z+y =0
= y+z=
2 +y—z=
Tty =
< y+z=
—y—2=0
Tty
< Y+ =z =
0=
<~
Z=-Y

L3 — L3 — 214

L3+ L3+ Lo

1

1
E_1(A) # {04, ,(r)} donc —1 est valeur propre de A. De plus, la famille 7_; = ( (—1) > :

— engendre E_;(A)

— est libre car constituée d’un unique vecteur non nul

donc ‘.7-"_1 est une base de E_1(A) ‘
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o Enfin :

—y+=z = L3y <+ L3+ 3L,

—r+ y —
= _ y—|- z = L3%L3+2L1

On en déduit que

EﬂA)z{(Z) cM1(R)|z=y et z:y}

{() v
()

1
E1(A) # {04, ,(r)} donc 1 est valeur propre de A. De plus, la famille F; = ( (1) ) :

I

— engendre E7(A)
— est libre car constituée d’un unique vecteur non nul

donc ‘]:1 est une base de Fj(A) ‘

Les valeurs propres possibles de A sont —2, —1,1 et on a vérifié que chacune d’elles est une valeur
propre de A. Donc

Sp(A) ={-2,-1,1}

O

b) Justifier que A est diagonalisable puis expliciter une matrice P € .#3(R) inversible, dont la
premiére ligne est (1 1 1), et une matrice D € .#3(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux
sont dans I'ordre croissant, qui vérifient A = PDP~!.

Démonstration. La matrice A est carrée d’ordre 3 et admet trois valeurs propres distinctes donc
A est diagonalisable. Ainsi, il existe :
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« une matrice P € .#5(R) inversible, obtenue en concaténant les bases des sous-espaces propres

de A

« une matrice D € .#35(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de

A
telles que A = PDP!,
1 1 1 -2 0 0
Onposealors P=|-2 —-1 1]J]etD=|0 -1 0
4 1 1 0 0 1

D’aprés la formule de changement de base, on a bien A = PDP™!,

O
Partie II : Calcul des solutions générales de (F)
On note S 'ensemble des solutions de (E) et Sp 'ensemble des solutions de (Ep).
p(t)
On note X : t — (<p’ (t)) ol ¢ est une fonction trois fois dérivable sur R.
¢"(t)
3. Montrer que ¢ est solution de (Ep) si et seulement si X' = AX.
Démonstration.
¢(t) 01 p(t)
X' =AX = [ ') 00 ¢'(t)
¢ (t) 2 1 2 ¢"(t)
¢(t) ¢(t)
" (t) ©"(t)
" (t) t) +¢'(t) = 2¢"(1)
(1) = 20(t) + ¢'(t) — 26" (t)
<= ¢ est solution de (EO)
O

4. a) Déterminer les solutions générales du systéme différentiel linéaire X' = AX.

(On utilisera les notations Cy, Cy et Cs pour nommer les constantes indéterminées)

Démonstration. D’aprés la partie I, la matrice A est diagonalisable, Sp(A) = {—2,—1,1} et la

4 1 1
propres de A (pour tout A € Sp(A), Uy est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
A). On en déduit, d’aprés le cours, que les solutions générales du systéme différentiel linéaire
= AX sont de la forme :

1 1 1
famille (U_o,U_1,U;) = (—2), (—1), (1) est une base de .#51(R) formée de vecteurs

t— Cle_ZtU_g + Cze_tU_l + CgetUl

ou (Cl,CQ,Cg) € R3. O

b) Expliciter 'ensemble Sp.
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Démonstration.

p € Sy < ¢ est solution de (Ep)
— X' =AX (d’apres la question 3)
0107% + Coet 4 C3Ct
— 3(C1,Cy,C3) eR3VEt e R, X (t) = | —2C1e72 — Coet + Cset | (d’apres la question 4.a))
4016_% + Coe™t 4 Cyet
(en ne gardant que la

— 3(C1, 0y, C3) € RVt € R, p(t) = Cre 2 4 Cye™" + Ciet N )
premiére coordonnée)

Dou: Sy = {t — Cle_2t + CQG_t + Cget | (01,02,03) € Rg}

O

5. a) Déterminer deux réels a et b tels que la fonction g : ¢ +— (at + b)e? soit une solution particuliére
de (E).

(Indication : commencer par calculer et mettre sous forme factorisée ¢'(t), ¢"(t) et g"'(t).)

Démonstration. Soit (a,b) € R? et soit g : t + (at + b)e*’. La fonction g est dérivable trois fois
sur R comme produit de fonctions dérivables trois fois sur R.

Soit t € R.
g (t) = ae® + 2(at + b)e*' = (2at + a + 2b)e?
g"(t) = 2ae* + 2(2at + a + 2b)e* = (4at + 4a + 4b)e*
g"(t) = 4ae® + 2(4at + 4a + 4b)e*" = (8at + 12a + 8b)e*
1l suit :
g"(t) + 24" (t) — ¢'(t) — 29(t) = —2(at + b)e*
— (2at 4 a + 2b)e*t
+ 2(4at + 4a + 4b)e*
+ (8at + 12a + 8b)e?
= (12at + 19a + 12b)e*
et donc

" (t) +2¢"(t) — ¢ (t) — 29(t) = (=12t + 5)e* = (12at + 19a + 12b)e*’ = (=12t + 5)e?
— (12at + 19a + 12b) = (=12t 4 5)

On en déduit, par identification des coefficients :

12a =—12
g est une solution particuliére de (F) <=
19a +12b =5

La fonction g : t + (—t + 2)e?! est une solution particuliére de (F).

O

b) Montrer que ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ — g est solution de (Ep), ou g est la
solution particuliére déterminée & la question précédente.
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Démonstration. Raisonnons par double implication.

« Supposons que ¢ soit solution de (E).
Alors, pour tout t € R,

(e —9)" () +2(p—9)"(t) — (¢ = 9)'(t) — 2(¢ — 9)(t) = "' (t) + 2¢"(t) — ¢'(t) — 2¢(t)
—(g"(t) +2¢"(t) — g'(t) — 29(1))
= (=12t + 5)e? — (=12t + 5)e*

=0

et donc ¢ — g est solution de (Ep).

« Supposons que ¢ — g soit solution de (Ej).
Alors, pour tout t € R,

(p—9)" ) +2(0—9)"(t) = (p—9)(t) =2(¢ —g)(t) =0

et donc, en utilisant le fait que g est solution de (F) :

P (1) + 20" () — ' (1) — 20(t) = g"'(t) + 29" (t) — ¢/ (t) — 29(t) = (—12t + 5)e*

ceci permet de conclure que ¢ est solution de (E).

O
¢) En déduire ’ensemble S.
Démonstration. En traduisant le résultat de la question 5.b), on a
pelS <<= p—geSy
Ainsi, d’aprés la question 4.b),
p €S « 3(C1,0,C3) € R3Vt € R, p(t) — g(t) = Cre 2 + Coe™t + C3et
— 3(C1, 0y, C3) € R3,Vt € R, p(t) = Cre 2 + Cye™t + Czet + (=t + 2)e
Do : § = {t = Cre7? 4 Cae™" + Cse’ + (—t +2)e* | (C1,Ca,C3) € R}

O

Partie III : Etude d’une famille de problémes de Cauchy

On s’intéresse dans cette partie aux problémes de Cauchy de la forme :

()0/// + 290// _ QO/ _ 2()0 — (—1275 + 5)62t

(Puw) : i,((oo))zzlu ot (u,v) € R2.
¢"(0) =

6. Soit (u,v) € R2
a) Montrer qu’il existe une unique solution au probléme de Cauchy (P, ,) et qu’il s’agit de la
fonction :

1 1 1 5 1 1 5
Oyt <3v — 1) e 2t 4 <—u — —v+ ) et 4 <2u + EU — 2) el + (—t+ 2)th
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Démonstration. Soit ¢ une solution de (E). Il existe (C1,Cy, C3) € R3 tel que, pour tout t € R,

@(t) = Cre 2 4 Che™t + Csel + (—t + 2)e*

Soit t € R.
¢ (t) = —201e7 — Coe™" + C3e’ — e +2(—t +2)e
= —2C1e 2 — Cye ! + Czet + (=2t + 3)e*!
@"(t) = 4C1e™* + Care™" 4 Cse’ — 2" +2(—2t + 3)e
=4Ce % 4+ Che ™t + Cqel + (—4t + 4)e2t
D’ou :

0(0)=C1+Cy+C5+2
(p/(O) —2C1 —Cy+C5+3
(p//(O) =4C1 +Co+C3+ 4

Il vient alors :

2t

2t

Ci +Cy +C3+2=1
@ est solution de (P, ,) <= ¢ —-2C; —C2 +C3+3=u
4C; +Cy +C3+4=v
Gi +C +C3=-1
— —-2C1 — Oy +C3=u—3
4C4 + Cy +C3=v—4
Ci + Cy + C3=-1
< Cy +3C3=u—5 Lo+ Lo+ 214
—302 —3C3:1} L3<—L3—4L1
i +0Cy + C3=-1
e CQ +3C3ZU*5
6C3s =3u+v—15 L3 <+ L3+ 3Ly
6C7 +6C, =—-3u—v+9 Ly <+ 6L — Lg
< 2C5 =—u—v+5 Lo+ 2Ly — L3
6C3 =3u+v—15
601 =2v—06 L1 (*L1*3L2
— 2Cy =—u—v+5H
6C3 = 3u—+v—15
Cl :%U—l
= Co =—ju—3sv+5

03 %u—&-%v—%

Ceci démontre qu'il existe une unique solution au probléme de Cauchy (P, ) et qu’il s’agit de

la fonction :
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1 1 1 5 1 1 5
Oyt <3v - 1) e 2 4 <—2u — 50 + 2) e !+ <2u + gv 2> el + (—t + 2)e*
O
b) Calculer tilgrnoo Puu(t).
Démonstration. Soit t € R.
1 1 1 5 1 1 5
Qup(t) =e* <<31} - 1> e 4 (—2u — 50 + 2) e 3t 4 <2u + gv 2) et (—t+ 2))
Tout d’abord :
) 1 4t 1 1 5 _3¢ 1 1 5 —t
t£+moo <3U—1>e +<—2u—20+2>e + iu—i—gv—i e =0
Ensuite :
lim (—t+2)=—-o00
t——+o00
Enfin :
lim €% = 400
t——4o0
Par somme et produit : lim ¢, ,(t) = —oc0
t—400
]
7. a) Expliciter, pour tout ¢ > 0, g 1(t).
Démonstration. Soit t > 0.
1 1 5 1 5
t) = -1 —2t _ - < —t - _ Y t —t 9 2t
©o.1(t) (3 )e +< 2+2>e tlg—3)e + (=t +2)e
2
= —ge_% +2e7t — el + (—t + 2)e?
O

b) En déduire une fonction Python, nommée phi(t), qui prend en entrée un réel ¢t > 0 et renvoie
le réel (,0071(t).

Démonstration. On propose la fonction Python suivante :

def phi(t):
return - (2/3) * np.exp(-2%t) + 2 * np.exp(-t)
- (7/3) * np.exp(t) + (-t+2)*np.exp(2*t)

W N =

O

¢) Dire, parmi les quatre représentations graphiques de fonctions ci-dessous, laquelle correspond
au graphe de ¢g 1. On expliquera son raisonnement en notant 1; la fonction associée au tracé

numéro 1.

Démonstration.
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17.51

15.0 4

-10
12.51

—151 10.0 {

—201 7.5

—254

5.0 1
—301 2.5
—354 0.0
0,60 0.‘25 0.‘50 0.‘75 1.60 1.‘25 1.‘50 1.‘75 2.;.')0 0,60 0.‘25 0.‘50 O.‘75 1,60 1.‘25 1.‘50 1.‘75 2.60
Fi1c. 1 Tracé 1 Fig. 2 Tracé 2
2.5
0.0 201
—2.54 10
-5.0 01
=7.54 _10
—=10.0 1
201
—-12.51
301
—15.0
-17.54, | | | | | | | ! 401 i i i i I
0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 150 1.75 2.00 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25
Fic. 3 Tracé 3 FiG. 4 Tracé 4
« La fonction 1)y vérifie : tlir+n 19(t) = +00. Ainsi, d’aprés la question 6.b), le tracé numéro 2
—>+00
ne correspond pas & ¢ 1.
« Par définition, ¢ (0) = 0. Or, on remarque que ¢7(0) < 0 et 13(0) > 0. Donc les tracés
numéros 1 et 4 ne peuvent pas correspondre a g 1.
On en déduit que c’est le tracé numéro 3 qui correspond au graphe de g 1.
O
96— Tet 2 _6 . vt
d) Montrer : ¢g1(2) =e S 3¢ ) En déduire qu’il existe t €]0,2[ tel que ¢ 1(t) = 0.
e
Démonstration.
2 4 2 T 9
01(2) = —ze™ "+ 277 — e
p0.1(2) = —3 3
7
2 —6 —4
=e e’ + 2e -
3 3

« Par définition, ¢o1(0) =1 > 0.

10



E2A
Mathématiques

23 Mars 2024

6
« D’aprés le calcul précédent, en utilisant le fait que e? > 2 > = on a également g 1(2) < 0.

De plus, la fonction ¢g 1 est continue sur [0, 2].

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel ¢ €]0, 2] tel que ¢g1(t) = 0.

O

e) Recopier et compléter la fonction en langage Python suivante, prenant en entrée un réel stric-
tement positif eps, et renvoyant une valeur approchée d'un zéro de la fonction ¢g1 a eps pres
en appliquant 'algorithme de dichotomie.

l© Joo 1N o luov Ik jw o =

‘»—l
o

def dichotomie(eps):

while
c = (a+b)/2
if phi(c) < 0:

else:

return (a+b)/2

Démonstration. On propose de compléter le programme de la maniére suivante :

[N} loo I~ (=) (5 BN 59 N =

S

def dichotomie(eps):

a=20
b =2
while b-a > eps :
c = (atb)/2
if phi(c) < 0:
b =c
else:
a=c

return (a+b)/2

Partie IV : Etude d’une fonction

de deux variables

On considére le fermé F = [0,1]? et Pouvert U =]0, 1[2.
On note f la fonction de deux variables définies sur F' par :

V(.’E,y) € F’ f(-f,y) = ‘Px,y(l)

(On s’intéresse ici a l’évolution au temps 1 des solutions des problemes de Cauchy étudiés a la partie

précédente. )

8. Représenter I'ouvert U ainsi que le bord de F' sur un méme graphique, dans un repére orthonormé.

Démonstration. On représente U en rouge et le bord de F' en bleu.

11
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bord de F

9. Montrer qu’il existe trois constantes «, § et v (que 'on explicitera) telles que :

V(z,y) € F, f(z,y) = ax+ Py +7
Démonstration. Soit (z,y) € F.

f(@,y) = @z y(1)

1 1 1 ) 1 1 )
= <3y— 1> e 2 4 (—2:13— 2y+2> el 4 <2a:—|— GY 2> et + (=1 +2)e?

1 1 1 1 5 )
= 5(e—efl)a:—k <3e2—261+6e>y—62+2e1—26+e2
=ax+ fy+7y
ou
1 -1
O[—g(e—e )
1 1 1
B: <3€2 — ieil +6e>
5 5
¥ =—e 2+§e_1—§e+e2

10. Démontrer que f admet un maximum global sur F.

Démonstration. La fonction f est continue sur F' (car polynomiale) et F' est un fermé borné.

D’aprés le cours, on en déduit que f admet un maximum global sur F.

11. a) Justifier que f est de classe C? sur U.

Démonstration. La fonction f est de classe C? sur U car polynomiale (d’aprés la question 9).

b) La fonction f admet-elle des points critiques sur U 7 Si oui, les donner.

Démonstration. Soit (z,y) € U.

A1 (f)(x,y) =0
O (f)(x,y) =0

{azO
e
6=0

Or, a # 0 (car e > 2 donc e # e~ !) donc f n’admet aucun point critique sur U.

(z,y) est un point critique de f <= {

12
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c)

12. a)

b)

En déduire que le maximum global de f sur F' ne peut pas étre atteint sur U.
(1l est donc nécessairement atteint sur le bord de F'.)

Démonstration.

Notons (zg,yo) € F' un point ou f atteint son maximum global sur F'.

Supposons que (xg,yo) € U.

L’ensemble U étant un ouvert et f étant de classe C! sur U, le point (g, o) est nécessairement
un point critique de f. Or, d’aprés la question 11.b), f n’admet aucun point critique sur U.
C’est absurde.

On peut conclure que (zg,y) ¢ U et donc (xg,y0) € F\ U (c’est-a-dire le bord de F).

O

Montrer : a >0 et 8 > 0.

Démonstration.

o On sait que e > 2 et donce ! <1 <e.

1
D’oﬂ:azg(e—e_l) > 0.
e On remarque que :
1 1 1 1 1
B = <3e_2 — §e_1 + 6e> = ge_Q (2+¢* —3e) = ge_Q (2 +e(e* - 3))
Or, e? > 4> 3.
Dou: 8 > 0.

O

En déduire que le maximum global de f sur F' est atteint en un unique point (zg,yo) dont on
explicitera les coordonnées.

Démonstration. Soit (z,y) € F.Onal0<x<let0<y<ldonc0<ar<aet <Py <p.
En sommant ces deux inégalités, on obtient :

ar+ Py <a+p
D’ou
flz,y) =az+Py+y<a+B+vy=f(1,1)

Ceci prouve que f atteint son maximum global sur F' au point (1,1).

De plus, si z < 1 ou y < 1, alors

flx,y) =ax+PBy+y<a+pB+vy=f(1,1)

Ceci prouve que le maximum global de f sur F est atteint uniquement en (1, 1).

Parmi les deux tracés de lignes de niveaux ci-dessous, lequel correspond & la fonction f 7

Démonstration. 11 s’agit du tracé numéro 2, car on remarque que la valeur inscrite sur les lignes
de niveaux augmente lorsque 1’on se rapproche du point (1,1), contrairement a ce que 'on peut
observer sur le tracé numéro 1. O

13
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['R=R
08+
074
06
054
0.4 -
034

0.z 4

14
27
26

09
05
07
06
] 18 418 2 22 Y23 25
s 17 24
0.4
16
03]
15
02
0.1
14
o T T T T T T T
06 07 o8

21

0.1+
T
a 01 02 03 0.4 05

T 1
0g 1

Fic. 5 Tracé 1 Fi1Gc. 6 Tracé 2

14



Lycée Carnot DS 8 : Autour des lois sans mémoire E2A

On s’intéresse dans ce DS & une modélisation particuliere de la durée de vie d’'un composant électronique ou électrique
(par exemple d’une ampoule ou d’un pixel d’écran).

Soit X une variable aléatoire a densité. On dit que X suit une loi sans mémoire si,
e X est a valeurs positives

e pour tout £ = 0 et pour tout z = 0,
Prosg([X >t +2]) = P([X > z])

(ce qui sous-entend que P([X > ¢]) > 0 pour que cela ait un sens)

Interprétation de la formule : si le composant a déja survécu un temps ¢, la probabilité qu’il survive un temps x
supplémentaire est la méme qu’au tout début de son utilisation. Tout se passe comme si le composant avait « oublié »
qu’il avait déja vécu un temps t.

De maniere analogue, si X est une variable aléatoire discréte a valeurs entieres, on dit que X suit une loi sans mémoire
si,
e X est a valeurs positives

e pour tout k € N et pour tout j € N,
Prxsiy([X >k +5]) = P([X > j])
(ce qui sous-entend que P([X > k]) > 0 pour que cela ait un sens)

1. Question préliminaire. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi sans mémoire. Montrer que P([X > 0]) =1
puis que P([X = 0]) = 0. On pourra ainsi considérer que X () C]0, +oo[ si X suit une loi sans mémoire.

Démonstration.

e Cas ou X est a densité.
La variable aléatoire X suit une loi sans mémoire donc, en choisissant ¢ = z = 0 dans la définition, on a

P([X > 0]) = Pxso)([X >0]) =1
Ensuite, comme X est a densité, on a directement

P([X =0])=0

e Cas ou X est discrete a valeurs entieres.
La variable aléatoire X suit une loi sans mémoire donc, en choisissant k£ = j = 0 dans la définition, on a

P([X > 0]) = Prxs0)([X >0]) =1
Ensuite, par définition, X est a valeurs positives et donc P([X = 0]) = 1. Or, par incompatibilité,
P([X = 0]) =P([X =0]) + P([X > 0])

ce qui donne
P([X=0])=1-1=0

Partie 1 : Loi géométrique
L’objet de cette partie est de démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 1. Soit X une variable aléatoire. Les deux propriétés qui suivent sont équivalentes :
e X - G(p) oupc€l0,1[.

e X est discréte d valeurs entiéres et X suit une loi sans mémoire.
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2. Soit p €]0,1[ et soit X = G (p). On pose g =1 — p.
(a) Montrer que, pour tout k € N, P([X > k]) = q".

Démonstration. Soit k € N.

qu>kD=P(LJ[X=jQ

j=k+1
+00
= )y P(x=j]) (par incompatibilité)
j=k+1
—_ +ZOO Jj—1 . *
= rq (car jeN" et X - G(p))
j=k+l
Nt , .
=) g (par décalage d’indice)
Jj=0
+00
i .
=pq ) ¢
i=0
k 1 7z 7. . .
=pi T, (somme géométrique de raison q €] —1,1[)
:qk (car1—q=p)

(b) Soit k € N et soit j € N. Montrer que
Prxse)([X > k+7]) = P([X > j])

Démonstration. Soit k € N et soit 7 € N. Tout d’abord, P([X > k]) = ¢" > 0 donc la probabilité condition-
nelle Prx5,1([X > k + j]) est bien définie.

P([X >k+j]n[X >j])

Prxsi)([X >k +7]) =

P([X > k])
_P(X > k4 g]) N
= BxXSH) (car j = 0)
k+j
:qqk (carjeNetk+jeN)
= P(LX > ) (car § €N)

(¢) Conclure.

Démonstration. On sait que X est & valeurs entiéres positives (loi géométrique) et d’apres la question
précédente, on peut conclure que X suit une loi sans mémoire. Ainsi, la premiére propriété implique la
deuxieme propriété. O

3. Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs entiéres et qui suit une loi sans mémoire. On pose ¢ = P([X > 1])
et, pour tout k € N, u;, = P([X > k]).

(a) Justifier : X(Q) c N*.

Démonstration. D’apres la question préliminaire, X (€2) c]0, +oo[. De plus, X est a valeurs entiéres. Il suit
que X () € Zn]0, +oo[= N*. O

(b) Justifier : ¢ > 0.

Démonstration. Par hypothese, X suit une loi sans mémoire. Ainsi, pour tout entier j € N, la probabilité
conditionnelle P[y511([X > 1+ j]) = P([X > j]) est bien définie (en posant k = 1 dans la définition), ce
qui implique en particulier que P([X > 1]) > 0. D’ou ¢ > 0. O
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()

Montrer que, pour tout k& € N, u;,1 = quj. En déduire une expression simple de u; pour tout k£ € N.

Démonstration. Soit k € N. On sait que X suit une loi sans mémoire, donc en choisissant j = 1 dans la
définition, on obtient :
Prxsp([X >k +1]) = P([X > 1])

Or,
Prxsp([X >k +1]) = %
d’ou

P([X >k+1]) =P(X > 1])P([X > k])
ce qui se traduit bien en

Uk+1 = qUg

On en déduit que (u) est une suite géométrique et il vient alors que, pour tout k € N, uy, = uoqk.
Or, ug = P([X > 0]) = 1 d’apres la question préliminaire. D’ou :

Vk € N,uy, = ¢"

O
Montrer que, pour tout k € N*, P([X = k]) = up_1 — ug.
Démonstration. Soit k € N*. La variable aléatoire X est & valeurs entieres donc
[X>k-1]=[X2zk]=[X=k]U[X > k]
Par incompatibilité, il vient
P([X > k-1]) =P([X =k]) + P([X > k])
ce qui se traduit en
‘P([X =k]) = up-1 — uy, ‘
O

Montrer que ¢ < 1. On pourra faire un raisonnement par I'absurde.

Démonstration. On sait déja que ¢ €]0,1]. Supposons que ¢ = 1.
Alors, pour tout k € N, uy, = 1. On en déduit que, pour tout k € N,

[P’([X=k:|)=uk_1—uk=1—1=0
ce qui donne :

kf B(LX = k]) = 0

Or, X(Q) ¢ N* et donc la famille ([X = k])en+ est un systéme complet d’événements. Ainsi,
+00
¥ RIX =) -1

D’ou 0 = 1. C’est absurde. Donc . O

Conclure.

Démonstration. On a montré que

e X(Q) cN*
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e pour tout k € N*,

]P([X = k]) = Ug—1 — Uk
k-1 k
=q - q

k-1
=q¢ (1-9q)
= qu_l (en posantp=1—gq)
Ceci permet de conclure que X < G (p) avec p €]0,1[ (puisque ¢ €]0,1[). Ainsi, la deuxiéme propriété
implique la premiere propriété. O

4. De quel nombre 'appel simul (100000) donne-t-il une approximation ?

def simul(N):

1
2 c=0

3 tirages = 0

4 while tirages < N:

5 X = rd.geometric(1/2)

6 if X > 2:

4 tirages = tirages + 1
8 if X > b5:

9 c=c+1

return ¢ / N

-
o

Démonstration. D’apres la loi faible des grands nombres, I’appel simul (100000) renvoie une approximation de
la probabilité conditionnelle

Prxs21([X > 5])
ot X = G (1),
En effet, dans cette simulation Python, on ne retient que les tirages qui réalisent 1’événement [X > 2] donc
on conditionne I’expérience par cet événement. Ensuite, on effectue exactement N tirages réalisant I’événement
[X > 2], et parmi ces tirages, la variable ¢ compte combien de tirages ont réalisé I’événement [ X > 5]. Le nombre
¢/ N est donc la fréquence empirique de réalisation de cet événement lorsque 1’on conditionne par [X > 2].
De plus, d’apres ce qui précede, X suit une loi sans mémoire, donc

3
Prxsog([X > 5]) = B([X > 3]) = (%) -1

1
L’appel simul (100000) renvoie une approximation de 3 O

Partie 2 : Loi exponentielle

L’objet de cette partie est de démontrer le théoréeme suivant.

Théoreme 2. Soit X une variable aléatoire. Les deux propriétés qui suivent sont équivalentes :
e X - E(N) ouX>0.
e X suit une loi sans mémoire et X admet une densité f qui est nulle sur ] — 00,0[, continue et strictement
positive sur |0, +0o[ et continue a droite en 0.

5. Soit A > 0 et soit X <= &£ (N).
(a) On note f la densité usuelle de X. Rappeler l'expression de f(z) pour tout = € R.

Démonstration.

Y .
e ™ sizz0

0 siz<0

Vzr eR, f(x) ={
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(b) Vérifier que f est nulle sur ]— oo, 0[, continue et strictement positive sur ]0, +00[ et continue & droite en 0.

Démonstration. e D’apres la formule précédente, f est nulle sur ] — 0o, 0[.

e f coincide avec x — Ae ™ sur 10, +00[ et A > 0 donc f est continue et strictement positive sur ]0, +oo[.

. lirg flz) = 11151+ Xe ™ = X = £(0). Donc f est continue & droite en 0.
O
(c) Montrer que, pour tout ¢ = 0, P([X > t]) = e M.
Démonstration. Soit t = 0.
P(X >t])=1-P([X <t])
=1-Fx(t)
=1-(1-¢") (d’aprés le cours)
-At
=e
O

(d) Conclure.

Démonstration. Tout d’abord, f est nulle en dehors de [0, +00[ donc X est a valeurs positives.
Soit ¢t = 0 et soit z = 0.

P([X >t+z]n[X >t])

Prxs([X >t +2]) =

P([X >t])
CP([X >t+2]) S
= BORS ) (car = 0)
e—)\(t+a:)
=~ (cartz0ett+x20)
=e—)\x
=P([X > z]) (car x 20)

On en déduit que X suit une loi sans mémoire. Ainsi, la premiere propriété implique la deuxiéme propriété.
O

6. Soit X une variable aléatoire suivant une loi sans mémoire et admettant une densité f qui est nulle sur ]— oo, 0[,
continue et strictement positive sur ]0, +00[ et continue & droite en 0. On note G : z » P([X > z]) (on appelle
G la fonction de survie de X). On pose A = f(0).

(a) Donner la valeur de Fy(x) pour x < 0. Rappeler la valeur de G(0).
Démonstration. Soit x = 0. D’apres la question préliminaire, X (2) c]0, +oo[. On en déduit que
Fx(z) =P([X <2])=P(2) =0

De plus,
G0)=P([X>0])=1

(b) Justifier que G est continue sur R et de classe C' sur ]0, +0o[.

Démonstration. Pour tout x € R, G(z) =P([X >z]) =1 -P([X < 2]) =1 - Fx(z).
e La variable aléatoire X est a densité donc F'x est continue sur R donc G est continue sur R.
e f est continue sur 0, +00[ donc Fy est de classe C' sur ]0, +0o[ donc G est de classe C' sur 0, +00[.
O
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i.

i.

1ii.

iv.

Montrer que, pour tout ¢ = 0 et pour tout x = 0,
G(t+z)=G({)G(x)
Démonstration. Soit t = 0 et soit x = 0. Puisque X suit une loi sans mémoire, on a
Prxs([X >t +2]) = P([X > z])
Or, z 2 0, donc
Prxsa([X >t +2]) = %

ce qui se réécrit
G(t+ )

EOR

d’ou

(G(t+2) = G()G(x)|

Montrer que, pour tout ¢ > 0 et pour tout x > 0,
G'(t+2) = G)G'(2)

Démonstration. Soit t > 0. On pose hy : x — G(t + x) et hy : © — G(t)G(x). D’apres la question
précédente, hy et hy coincident sur [0, +00[. De plus, G est de classe ¢! sur 10, +o00[ donc h; et hy sont
dérivables sur ]0,+o0o[ (on a bien, pour tout z > 0, t + x > 0).
Ainsi,

YV >0,k (z) = hy(z)

i.e.

Vo> 0,G(t+1) = GG ()

O
En déduire que, pour tout ¢ > 0,
G'(t) = =AG(1)
(on fera le lien entre la fonction G' et la fonction f)
Démonstration. Soit t > 0 et soit x > 0. On sait que
G'(t+2) = G)G'(2)
Or, G(z) = 1 — Fy(z) donc G'(z) = —Fx(z) = —f(z). D'on
G'(t+2) = ~f(2)G(1)
Or,
lim f(z) = f(0) = A
z—-0*
car f est continue a droite en 0.
De plus, G est de classe C* sur ]0, +oo[ donc G est continue sur ]0, +0o[ donc
lim Gt+z)=G ) (cart>0)
On fait alors un passage & la limite lorsque  — 0", on obtient :
G'(t) = =AG(1)
O

Justifier que A = 0 puis montrer que A > 0. On pourra faire un raisonnement par ’absurde pour la
deuxieéme inégalité.
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Démonstration. Tout d’abord, on sait que f est une densité donc, pour tout z € R, f(z) = 0. En
particulier, £(0) = 0. D’ou A = 0.

Supposons que A = 0.

Alors, pour tout ¢ > 0, G'(¢) = 0 et donc —f(t) = 0. Ceci contredit I'hypothése faite sur f, & savoir que
f est strictement positive sur ]0, +00[.

Donc . O

Montrer qu’il existe une constante C' € R telle que, pour tout ¢t > 0, G(t) = C’e_)‘t7 puis déterminer la
valeur de C.

Démonstration. La fonction G est solution sur ]0, +oo[ de I’équation différentielle y' = —\y d’inconnue
y. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire, d’ordre 1, homogene et a coefficients constants. On sait
alors que les solutions de cette équation différentielle sont toutes de la forme

toCe™  ouCeR

La fonction G étant 'une de ces solutions, il existe C' € R tel que, pour tout ¢t > 0, G(t) = Ce ™.
En faisant tendre ¢ vers 0" et en utilisant la continuité de G en 0, on obtient : G(0) = C. Or, G(0) =

1
donc . O

(d) Conclure.

Démonstration. On a montré que, pour tout = € R,

1—e™ sit>0

0 sit<0

Fx(t) :{

car Fxy =1-G.
On reconnait la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre

A. Or, la fonction de répartition caractérise la loi, donc ‘X = &(A) avec A > 0| La deuxiéme propriété

implique la premiere propriété. O

Partie 3 : De la loi exponentielle a la loi géométrique

L’objet de cette partie est de démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 3. Soit A >0 et soit X = E(N\). OnposeY = | X |+ 1. AlorsY -G (1 - e_A).

7. On pose Z = | X ].
(a) Déterminer Z(9).

Démonstration. On a Z = h(X) ot h: z — |z]. Donc

Z(9) = h(X)(©)

= h(X(Q))
= 1([0, +o0[)
=N
[
(b) Calculer, pour tout k € Z(Q), P([Z = k]).
Démonstration. Soit k € N.
P([Z = k]) =P([| X] = k])
=P([k<sX <k+1])
=Fx(k+1) - Fx(k) (car X est a densité)
_ (1 3 e—,\(k+1)) B (1 B e—,\k)
= oM Ak
Y (1 _ e—)\)
O
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8. Conclure.

Démonstration. Tout d’abord, Z(Q) = N donc Y () = N*. Soit k € N*.

P([Y =k])=P([Z+1=k])
=P([Z=k-1])
=e_)‘<k_1)(1—e_)‘) (cark—1€N)
Posonsp = 1—e “etg=1-p=e .Onabienl—¢ " €]0,1[ (car X > 0) et, pour tout k € N*, P([Y = k]) = gt
donc Y = G (p). O

9. (a) Ecrire une fonction Python, nommée partieEnt (x), qui prend en parametre un réel x = 0 et renvoie |z .

Démonstration. On propose le programme Python suivant :

def partieEnt(x):
k=0
while k+1 <= x:
k = k+1
return k

lov s e N =

O

(b) Compléter le programme Python suivant pour qu’il simule la variable aléatoire Y (on note lam le réel \).

def simulY(lam):
X = rd.exponential(l / lam)
return partieEnt(X) + 1

o o =

Démonstration. 1l faut faire attention au parametre pour la simulation d’une loi exponentielle en Python.
C’est I'inverse du parametre de la loi dans le langage mathématiques. Ceci est dii & une différence culturelle
entre la France et le monde anglo-saxon, qui définit X — £ () de telle sorte que E(X) = A (alors qu’avec

la convention francaise, E(X) = <). O

A

Partie 4 : De la loi géométrique a la loi exponentielle

L’objet de cette partie est de démontrer le théoreme suivant.

Théoreme 4. Soit A > 0 et soit X = £ (N). Soit (p,)nent une suite de réels dans 10,1[ qui vérifie : lim mnp, = \.
n—+0o
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n € N*, X,, <= G (p,,). Alors la suite de variables

L Xn .
aléatoires | — converge en loi vers X.
neN*

X
Notons, pour tout n € N*, Y, = T" Il s’agit de démontrer :
Vo €R, lim Fy ()= Fx(z)
n—+00
10. Soit < 0. Donner la valeur de Fy, (z).

Démonstration. Y, est a valeurs strictement positives, donc, pour tout = <0, Fy, (z) = 0. O

11. Soit « > 0.

(a) Montrer que, pour tout n € N*, Fy (z) =1- (1 - pn)tmj.
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Démonstration. Soit n € N*.

Fy, (z) = P([Y,, < z])

[3<7)

=P([X,, < nz]) (carmn >0)
=P([X,, < |nz]]) (car X est & valeurs entiéres)
=1 _P([Xn > LTLZ‘J])
=1-(1- pn)LmJ (cf question 2a)
O
(b) Montrer que |[nz] ~ nx.
Démonstration. Soit n € N*. On a
|nz]| < nx <|nz|+1
donc
nr—1<|nz]<nz
Or, nz > 0 (car > 0 et n > 0) donc
1 |nz]
1-—< <1
nw nw
1
De plus, — —— 0 donc, par théoréeme d’encadrement,
NT po+oo
lnz] _
NT n-+oo
d’ou
|nz] ~ nx
O
(c) Calculer lim Fy (z).
n—+0oo
Démonstration. Pour tout n € N*,
Fy (2)=1-(1-p )[THJ -1 e[anln(l—Pn)
n n
A .
Or,np, — Met A#0doncp, ~ —,doup, — O.
n—+00 n-+oo T n—+00
Ainsi, on a In(1 - p,) ~ —p, et, d’aprés la question précédente, [nz| ~ nz. Par produit :
nelin(l=p,) ~_ - npea
Dot |nz|In(1 — p,) — —Az. Par continuité de I’exponentielle,
n—+00
lim e[na:Jln(l—pn) _ e—)\w
n—+00
et finalement :
lim Fy (z)=1- e
n—+0oo
O

12. Conclure.
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Démonstration. En faisant le bilan des questions 10 et 11, il vient que, pour tout = € R,

- .
1-e ™ siz>0

li F =
n*HPOO Y(x) {0 siz<0

Ainsi, pour tout x € R,

lim Fy () = Fx(x)

n—+00

puisque X <= & (\). O

10



