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: oo Variation de la constante

Compléments

Méthode de la Variation de la constante

(1) Cette premiére question est indépendante du reste de ’exercice. On considére deux réels distincts
a et (B et on introduit les fonctions

fo: x> e gy x> e’ fi zxe®™ et g x>z,

On considére 'espace vectoriel E engendré par les fonctions fo, f1, go et g1. Montrer que (fo, f1, 90, 91)
est une famille libre. En déduire la dimension de E. En déduire que les familles ( fo, f1), (fo, 90)
et (go, g1) sont libres.

Le but de I'exercice est d’introduire une méthode (qui n’est pas a apprendre!) permettant de trouver une
solution particuliére de chacune de ces équations, méme si dans la plupart des sujets, la forme de la so-
lution particuliére sera donnée. La méthode présentée ici s’appelle Méthode de variation de la constante.

(2) Premier ordre.
On considére une fonction f, définie et continue sur un intervalle I, un réel a € R et ’équation
différentielle, d’inconnue vy,

(£1) y'(t) +ay(t) = f(1), (tel)

(a) Expliciter I’équation homogéne (H;) associée a (Fs) et expliciter une fonction ¥, base de
I'espace vectoriel des solutions de (Hj).
(b) On introduit alors la fonction yo : t +— A(t)yi(t), ot A est une fonction définie et dérivable
sur I que l'on cherche a déterminer.
(i) Montrer que yo est solution de (E;) si et seulement si, pour tout ¢t € I,

N(t) = f(t)e™.

(ii) Conclure que yo : t +— (fof f(s)e“sds> e~ ou « est un élément de I, est solution

particuliére de (Ey).

(c) Exemple. Considérons 'équation différentielle
(Ey) y —y =t
(i) Déterminer une base (y;) de I'espace des solutions de I’équation homogéne associée.

(ii) Déterminer avec la méthode précédente une solution particuliére yo de (Ey).
(iii) Exprimer I'ensemble de toutes les solutions de (E).
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(3) Second ordre.
On considére une fonction g, définie et continue sur un intervalle I, des réels a, b € R et I’équation
différentielle, d’inconnue y,

(E2) y'(t) + ay'(t) + by(t) = g(t), (tel).
(a) Expliciter I’équation homogene (Hsy) associée a (Es) et expliciter une base (y1, ) de 'espace
vectoriel des solutions de (Hs). (On distinguera deuz cas.)
(b) On introduit alors la fonction yg : ¢t — Ay (2)y1 () +Aa(t)y2(t), oit A\ et A9 sont deux fonctions

définies et dérivables sur I que l'on cherche a déterminer. On suppose de plus que, pour
tout t € I,

Yo(t) = My () + Aagia (1)
(i) Montrer qu’on a alors nécessairement, pour tout ¢t € I,
M (g () + A5 (t)ya(t) = 0.
(i) Vérifier que yy = (A} — aA)y) + (N5 — ad2)ysy — b(Aiys + Aayo).
(iii) Montrer que si yo solution de (E,), alors
Ay + Aot = g
On a donc obtenu un systéme, d’inconnue (A}, A})
{ Ny + Ays = 0
ANy + A9y = g
(iv) Premier cas: 1'équation caractéristique admet deux racines distinctes r; et ro. Montrer
alors que le systéme ci-dessus donne

, 1 1
)\1(t) =

t)e "t Ao(t) =
Tl_r2g() 2(t) Ea—
(v) Deuziéme cas: I'équation caractéristique admet une seule racine double ry. Montrer
alors que le systéeme ci-dessus donne
Xi(t) = —tg(t)e ™", Xy(t) = g(t)e ™"
(c) Exemple. Considérons l'équation différentielle
t—1
et t > 0.
t2

(i) Déterminer une base (y1,y2) de 'espace des solutions de I’équation homogéne associée.
(ii) On considére une solution particuliere yy de (Es) de la forme

M)y (t) + Xa2(t)y2(t),
oll Ajet Ay sont deux fonctions définies et dérivables sur R% a déterminer. Expliciter,
comme a la Question (3(b)iii) un systéme d’équations vérifiées par A} et A.
(iii) Résoudre le systéme précédent.
(iv) Montrer a 'aide d’une intégration par parties, que pour tout x > 0,

Il_t xr t xr t x
/ etdt:/ 6—cht—/ 6—dt:—€——|—e.
. t2 , 12 Lt x

En déduire une expression de \; et de Ay puis de .
(v) Exprimer I'ensemble de toutes les solutions de (Es).
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