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Chapitre 11. Systéemes différentiels linéaires

Ce chapitre propose une application de la réduction des matrices carrées. Il utilise toutes les notions
abordées en premiére année lors de la résolution d’équations différentielles linéaires a coefficients con-
stants d’ordre 1 et 2.

On commencera donc par relire celui-ci pour s’assurer d’une maitrise totale des notions.

On propose un (courte) sélection d’exercices en fin de chapitre pour se ré-entrainer.

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle ouvert de R.

1 Systémes différentiels linéaires a coefficients constants

1.1 Définitions et écriture matricielle

On appelle systéme différentiel linéaire a coefficients constants tout systéme de la forme

/
Ty = 01121+ A12T2 + -+ + A1 0Ty

/
Ty = A21%1 + G22%2 + -+ + A2,Tn

(E)
/
T, = p 171 + Qp 222 + -+ Ap nn
ol
e nc N*
e les a;; sont des constantes réelles, appelées coefficients du systéme différentiel
e 1y, ..., x, désignent des fonctions inconnues, que l'on supposera étre définies (et dérivables)

sur R tout entier

\.

= On peut réécrire le systéme différentiel (E) sous la forme
X' =AX

T
X2

oit A = (a;;)1<ijen € Mu(R) et X =

Tn
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Systemes différentiels linéaires

Ici, X : R — M, 1 (R) et X' = 2. Ainsi, les solutions du systéme différentiel

/
ZI;TL

linéaire sont des applications a valeurs vectorielles (& valeurs dans M,, ;(R) si l’on
adopte le point de vue matriciel). On pourra également présenter les solutions sous
la forme d’un vecteur ligne (z1,...,x,) si ’énoncé nous invite a le faire.

On appelle point d’équilibre ou état d’équilibre du systéme différentiel X’ = AX toute solution
constituée de fonctions constantes. On a alors 1’équivalence :
I
(x1,...,2,) est un point d’équilibre <= A | : | =0
T

7

La matrice A est inversible si et seulement si 'unique point d’équilibre du systéme différentiel linéaire
X' = AX est le point (0,...,0) = Ogn.

\.

On appelle trajectoire du systéme différentiel X’ = AX tout ensemble de la forme
{(x1(t), z2(t),...,z,(t)) € R" : t € R}

ou (x1,...,x,) est une solution du systéme différentiel X’ = AX.

\.

[_La trajectoire d'un équilibre est réduite a un point.

Soit (1, ...,x,) une solution du systéme différentiel linéaire X’ = AX. Soit (¢1,...,¢,) € R™.

On dit que la trajectoire {(x1(t),z2(t),...,z,(t)) € R* : t € R} converge vers ({1,...,¢,) si, pour
tout 7 € [1,n],

t—+o00
Si il n’existe pas de tel n-uplet (¢4,...,¢,), alors on dit que la trajectoire diverge.

\.

1.2 Résolution lorsque A est une matrice diagonale

Si la matrice A associé au systéme différentiel est diagonale, la résolution du systéme revient finalement
a résoudre n équations différentielles linéaires et homogénes d’ordre 1.

Ce que 'on sait faire sans mal.

Plus précisément, notant A = (a;;), si a;; =0 dés que ¢ # j, on a

X' =AX = (Vie[l,n], z=ayx) < (Vie[ln], INeER, z;: t— Ne™)
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On voit alors dans ce cas que toutes les trajectoires convergent si et seulement si tous les éléments
diagonaux de A (qui sont donc dans ce cas particulier ses valeurs propres) sont négatives ou nulles.
Ceci s’étend dans le cas ou la matrice A est diagonalisable, I'idée est alors de se ramener, par changement
de base, a un systeme différentiel diagonal.

/
1
Exercice 1. Résoudre le systéme différentiel et déterminer les trajectoires convergentes ¢ x4 + 2xy =
rh+3r3 =
1.3 Résolution dans le cas ou la matrice A est diagonalisable

Considérons une matrice A diagonalisable. Il existe donc une matrice D diagonale et une matrice P
inversible telles que A = PDP~!. Posons alors la fonction & valeurs vectorielles

Y i t— PX(1).

La dérivation étant une opération linéaire, on comprend que Y’ = PX’. Ainsi (mais il faudra le refaire
dans chaque exercice)

X' =AX <= PX =PAX < Y'=PAP'PX
— Y' =DY

et on est ramené a résoudre un systéme différentiel diagonale.
On trouve alors Y comme dans le paragraphe ci-dessus et on revient & X en multipliant par P~!.

Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. On note

® oy, ..., a, les valeurs propres de A (non nécessairement distinctes, chaque valeur propre
apparait autant de fois que la dimension du sous-espace propre associé)

e (Uy,...,U,) une base de M,,1(R) constituée de vecteurs propres de A telle que pour tout
i € [1,n], U; est un vecteur propre associé a la valeur propre «;.

Alors 'ensemble des solutions du systéme différentiel linéaire X' = AX est
SO = {t — AlealtUl + -+ )\nea"tUn . ()\1, R 7/\n) € Rn}

= {tf—)Z/\ieaitUi : ()\1,.‘.,)\71) ER”}
i=1

= Vect (t = e, Lt eo‘”tUn)

[—Les solutions sont définies sur R tout entier et Sy est un espace vectoriel.

i Résoudre le systéeme différentiel X’ = AX dans le cas ou A est diagonalisable revient & déterminer
les valeurs propres de A et une base de chacun de ses sous-espaces propres. En concaténant chacune
de ces bases, on obtient une base de M,, ;(R) constituée de vecteurs propres de A.

Exercice 2. On considére le systéme différentiel linéaire

T, = T1+ 219 — 3
xh = 2z +4xy — 223
Ty = —x1 — 229+ 3
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T
(1) Expliciter une matrice A € M3(R) telle que X' = AX, ot X = [ 2
T3
(2) Justifier que A est diagonalisable. Donner sans calcul une premiére valeur propre de A.
(3) Calculer A%(A — 61). En déduire le spectre de A.
(4) Diagonaliser A.
(5) Déterminer, pour tout ¢ € R, 'expression de X ().

Probléme de Cauchy pour un systéme différentiel linéaire.

0

Ty
Soit tp € R et soit X = [ : | € M, 1(R). Résoudre le probléme de Cauchy
T
X'=AX
X(tg) =X 7

c’est trouver les solutions du systéme différentiel linéaire X’ = AX qui vérifient la condition initiale
X(to) = XO, i.€.
Vi€ [1,n], xi(ty) = )

On a exprimé le probléme de Cauchy a un instant quelconque ty, plutot qu’en 0
pour gagner en généralité dans cette partie, mais la plupart du temps on choisit
to = 0 dans les exercices.

Existence et unicité d’une solution au probléme de Cauchy.

0
g1
Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. Soit ¢, € R et soit X° = | : | € M,1(R). On
0
',I;'n
consideére le probléme de Cauchy
X' =AX
(P) ——
X(tg) =X

Il existe une unique solution au probléme de Cauchy .

Exercice 3. On considére la matrice A = (1 9

2 1), Résoudre le probléme de Cauchy X(0) = (2)
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Spectre et convergence des trajectoires.
Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. On considére le systéme différentiel linéaire X' = AX.

e Si toutes les valeurs propres de A sont négatives ou nulles, alors toutes les trajectoires du
systéme convergent vers un point d’équilibre et on dit que ces points d’équilibres sont stables.

e Si A posséde au moins une valeur propre strictement positive, alors il existe des trajectoires
divergentes.

\.

1.4 Reésolution guidée dans le cas ou la matrice A n’est pas diagonalisable

Exercice 4. On considére le systéme différentiel linéaire

¥ = r + 2y — 2z
(E) y = —4r — 3y + 4z
7 = -2z + =z
x
ol x,y, z sont trois fonctions inconnues, de classe C! sur R. On pose X = | y
z

(1) Déterminer A € M3(R) telle que X solution de (E) si et seulement si X' = AX.
(2) On introduit la matrice inversible P dont on admet que l'inverse est donnée par la matrice P~!

ci-apres
01 -1 -2 -1 2
p=[10 2], P'=|2 1 -1
11 0 1 1 -1
1 0 O
(a) Montrer que P~* AP =T ou T est la matrice triangulaire supérieure T = [0 —1 2
0 0 -1

(b) On pose Y = P7'X. Montrer que X' = AX <= Y’ ' =TY.

(3) (a) Résoudre I'équation différentielle (Ey) : ¢’ = .

(b) Résoudre I'équation différentielle (Es) : ¢' = —¢.

(c) Soit ¢ € R. Montrer que la fonction ¢t + cte™

différentielle (E3) : ¢’ = —p + ce™".
«
(4) Onnote Y = | B | et on suppose que Y' =TY.

f‘y

Montrer que « est solution de (F4), -y est solution de (Es) et § est solution de (E3) pour un réel

¢ bien choisi.
(5) En déduire que si X' = AX, alors il existe des réels A\, Ao, A3 tels que, pour tout ¢ € R,
x(t) = (2At + Ay — A\p)e !
y(t) = 2A1e7" + Aget
2(t) = (2At + Ao)e " + Agel

est une solution particuliére de I’équation

(6) En déduire une solution de (F) non stationnaire qui converge vers l'unique état équilibre du
systeme.

1.5 Lien entre systéme différentiel linéaire et équation différentielle linéaire d’ordre 2
On considére une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 2

(E) y' +ay +by=0
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X:(y,), et A:(O 1),
Y —b —a

on se raméne a un systéme différentiel linéaire, plus précisément, on obtient I’équivalence :
X solution de (F) «—= X' = AX.
I1 est facile de déterminer le spectre de A. Soit A € R. On a

ot b # 0. En posant

A valeur propre de A <= A — A\l non inversible
— det(A—A)=0
— M4a+b=0
<~ P\ =0,

ot P(X) est le polynéme caractéristique associé a I’équation différentielle (F).

Cas ou P(X) admet deux racines distinctes r; et ry.

Alors A posséde deux valeurs propres distinctes r; et 75 et donc A est diagonalisable. Notons

(3
(%

un vecteur propre de A associé a r;. D’aprés le cours, les solutions générales de X' = AX sont de la
forme

X t— /\1€T1tU1 + )\2€T2tU2, ()\1, )\2) € RZ.
En prenant la premiére coordonnée, on en déduit que les solutions générales de (E) sont de la forme
Yyt )\1U16r1t + )\2U26T2t, ()\1, )\2) € RQ

et on a retrouvé la formule de premiére année & condition que u; # 0 et ug # 0.

On a AUI = 7’1U1 donc
(1 o Ul
—bu; —avy ) " v

Supposons que u; = 0. On trouve alors v;1 = r; X 0 = 0 et donc U; = 0. Cela contredit le fait que U
est un vecteur propre.

iz Dans le cas ou P(X) admet une racine double ry, A posséde une unique valeur propre et donc A
n’est pas diagonalisable. Il faut trigonaliser A (voir 'exercice de la partie précédente) pour retrouver la
formule de premiére année...

2 Sélection d’exercices - Travaux dirigés

Exercice 5. Résoudre les équations différentielles linéaires homogeénes d’ordre 1 & coeflicients constants
suivantes.

(1) vy =2y (2)y=3y=0 (3) ¥ +4y=0

Exercice 6. Résoudre les problémes de Cauchy suivants.

y' 4+ 10y =0 Yy —Ty=0 y =8y
) {ym) 10 ) {y<0> — 3 ¥ {ym) -1

Exercice 7. Déterminer I’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :
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(1) y+2y=3 2)y —y=t2+1 (3) v +y=te

Exercice 8. Déterminer les solutions de 'équation différentielle y' — 3y = ¢ In(¢)e?".

Exercice 9. Déterminer I’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :
(1) ¥ =3y +2y=0 (2) ' — 4y +4y =0 3) y"—2y=0

Exercice 10. Résoudre les problémes de Cauchy suivants.

y' =3y +2y=0 y' =4y +4y =0 y' =2y =
(1) q4(0) =1 (2) q(0) =-3 (3) qu(0) = —1
y'(0) =2 y'(0)=1 y'(0) = —1

Exercice 11. Déterminer I'’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :

(1) y/1_3y/+2y:1+t (4) y/1_4y/+4y:<_1+t)6—t
(2) y' =3y +2y =te (5) y' —2y=e¢
(3) v — 4y + 4y = te* (6) " —2y =1— 2t 4 3t2

Exercice 12. Déterminer les solutions de I’équation différentielle y”—1y" = 0 de deux maniéres différentes

(1) En appliquant le théoréme du cours sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2.
(2) En faisant un changement de fonction inconnue pour se ramener & une équation différentielle
linéaire d’ordre 1.

Exercice 13. Soit (a,b) €]0,+0co[*>. On considére I'équation différentielle logistique (non linéaire)
(E) Y = ay — aby?

(1) Déterminer les équilibres de I’équation logistique.
(2) Soit f une solution de (E|) sur [0, +oo[ qui ne s’annule pas (on admet qu’'une telle solution existe).

(a) On pose z = —. Montrer que z satisfait une équation différentielle linéaire puis montrer
que, pour tout t > 0, z(t) = b+ (2(0) — b)e .
(b) En déduire que, pour tout t > 0, f(t) =

f(0)
bf(0) + (L= bf(0))e "

(3) Calculer tlir+n f(t). Que remarque-t-on ?
—+00

Exercice 14. On considére le systéme différentiel

r] = X2+ X3
xh = —x1+ 29+ x3
rhy = x1+ 23
I
(1) Expliciter une matrice A € M3(R) telle que X' = AX, ot X = [
L3

(2) Calculer A% — 3A2. En déduire le spectre de A.
(3) Diagonaliser A.
(4) Déterminer, pour tout ¢ € R, 'expression de X (¢).

Exercice 15. On considére deux variables aléatoires X; et X, indépendantes de méme loi U({—1;1})
définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) (que I'on ne cherchera pas a expliciter) et on pose,

pour tout w € €,
o - (542 569 e o
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(1) Justifier que, pour tout w € Q, M(w) est une matrice diagonalisable. Est-elle inversible ?
(2) Montrer que, pour tout w € €2,

SP(M(w)) = {X1 () + Xa(w); Xy(w) — Xa(w)},
(3) Déterminer une matrice inversible P € My(R) telle que, pour tout w € €,
P 'M(w)P = D(w)
ot D(w) est une matrice diagonale & expliciter.

(4) On consideére le systéeme différentiel linéaire a coefficients aléatoires

(S) yr = Xayi + Xoyo
v, = Xoyi + Xy

Remarquons que pour tout w € €2, on obtient un systéme différentiel linéaire a coefficients con-

stants. On pose, pour tout t € R, Y (¢) = (518) On admet que Y'(t) = (g} Eg)
2 2

a) Montrer que, pour tout w € €2, Y est solution de si et seulement si Y' = M(w)Y.
Mont tout Q, Y est solution de (S) si et seul tsiY' = Mw)Y

(b) Soit w €  fixeé.
(i) Quels sont les états d’équilibre du systéme?
(ii) Déterminer, pour tout w € €2 'ensemble des solutions de (S).

(c) Calculer la probabilité que toutes les trajectoires soient convergentes.

3 Un exercice type concours - Ecricome 2023, sujet zéro

Partie 1

Soit. A la matrice carrée d’ordre 3 donnée par

5 1
A=13 3 -4
1 -1 2

et doit f I’endomorphisme de M ;(R) dont la matrice dans la base canonique est A.

(1) Déterminer le rang de A — 61.
En déduire une valeur propre de A et la dimension du sous-espace propre associé.

2
(2) Soit V=10] et U=AV —2V.
1
Montrer que U est un vecteur propre de A et déterminer la valeur propre associée.
1
(3) Posons W = | 1
0

(a) Montrer que (U, V, W) est une base de M3 ;(R).

(b) Donner la matrice B de f dans cette base.

(c) Montrer alors qu’il existe une matrice P inversible telle que A = PBP~! et expliciter P.
On ne cherchera pas P~

(4) La matrice A est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable?
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Partie 2
On considére le systéme différentiel suivant
P (t) = bax(t) +y(t) —4z(¢)
vVt € R, y'(t) = 3z(t) +3y(t) — 4=(t)
Z(t) = x(t) —y@) + 2()
x(t)

ol z,y, z sont trois fonctions inconnues de classe C! sur R. On note, pour tout réel ¢, X (t) = [ y(¢)
z(t)

(5) A T'aide de Python, on obtient le tracé suivant des solutions du systéme, en faisant varier
z(0),y(0), 2(0). Que peut-on conjecturer lorsque z(0) = y(0)?

solutians pour (x{0),y(0), z(0}) = [0, 10, 10] solutions pour (x(0), y{0), z(0)) = [10, 0, 10]
— it} 40
T T i T e Yt}
-4 -0z ofo ~{z -, 04 20
—20 _ L_-_-_-_.!g_____—— —
N\ = N
—04 -2 ol ~p2 %04

—go
— 1} \ —560

R
e 311} —100
tone et (000200 - (10, 16,0 solutions pour (x{0), (0}, 2(0)) =[1, 1, 2]
_ o , -— it} 50
= ! — it
S 175 , — =
150 ] — : | 5 |
; 04 0.2 ujo ?2 o
125 / = \
754 ™
N / -10.0 \
N / -12.5
- | \
r— = |
-04 -0z olo 02 - o
t
solutions pour (x{0),¥{0), 2(0)) = [10, -10, 1] solutions pour (x(0}, ¥(0), 2(0)) =[2, 2, 3]
_ . -— it 7.5+
= — it .
= ol / 1] . _/
—
— T T = : ;
a4 ——=g7 0 02 o
T S |
—10.0 1 \
. ~125

(6) Montrer que, pour tout réel t, X'(t) = AX(t).

(7) On note, pour tout réel ¢, Y(t) = P71X(t). On admet que, pour tout réel ¢, on a Y'(t) =
P71X'(t).
Montrer que, pour tout réel ¢, Y'(t) = BY (¢).
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(8) (a) Donner les fonctions ¢ définies et dérivables sur R vérifiant I’équation différentielle

(1) (1) = 6p(t).
(b) Donner les fonctions ¢ définies et dérivables sur R vérifiant ’équation différentielle
(&) (1) = 20(t).

(c) Soit ¢ € R.
Montrer que la fonction ¢ — cte? est solution de 1’équation différentielle
(&) ¢ () = 2p(t) + ce*.
Déterminer toutes les solutions de (&3).

a(t)
(9) En notant, pour tout réel ¢, Y(t) = [ B(t) |, montrer que ~ est solution de (&), que (3 est
7(t)
solution de (&) et « est solution de (&) pour un réel ¢ bien choisi.

(10) Montrer qu’il existe trois réels Ay, Ao, A3 tels que
z(t) = 2(A + Mt + Ag)e® + Aze®
YVt € R, y(t) = 2()\11? + )\2)6% + )\3€6t
Z(t) = (2)\1t -+ )\1 + 2)\2)€2t
(11) En déduire, en notant zo = x(0), yo = y(0), z0 = 2(0) que

( x(t) = ((xo — yo)t + 20 + %(mo — yo)) e?t 4 (%(xo +yo) — z0> eft

vVt € R, X

y(t) = ((550 — yo)t + 20 + %(yo - 950)) e + (%(azo + o) — Zo) et

[ 2(t) = ((zo—yo)t + 20) €™
(12) Justifier la conjecture faite a la Question 5.
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