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Chapitre 3. Applications linéaires. Endomorphismes

1 Pré-requis

Dans tout ce chapitre, on utilise les notions rencontrées dans le cours de premiére année de famille libre,
famille génératrice, base et dimension d’un (sous-)espace vectoriel.
On y renvoie pour tout rafraichissement indispensable avant la suite.

On a fait le choix de limiter, pour l’instantﬂ, I’étude des applications linéaires aux espaces vectoriels R"
et M,,1(R). Si ces deux espaces vectoriels sont souvent, par abus, confondus (il est en effet possible
d’identifier un vecteur u de R™ et la matrice (ou vecteur) colonne X = mat(u,B) € M, 1(R) de ses
coordonnées dans la base canonique B de R", on fera toujours attention a la cohérence des résultats
présentés et 'espace de référence dans lequel on travaille.

2  Généralités

‘

Soient E et F' deux espaces vectoriels (de dimension finie).
On dit qu’'une application ¢ : E — F est linéaire si

(i) Pour tous u,v € E, o(u+v) = p(u) + ¢(v);
(ii) Pour tout u € E, pour tout A € R, o(Au) = Ap(u).

Lorsque E = F' (et uniquement dans ce cas), on dit que ¢ est un endomorphisme.
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Régle(s) de calcul .

1= Si p est linéaire, alors

¢(0g) = 0.
(Une application qui n’envoie pas 0 sur 0 n’est donc pas linéaire.)

1 ]| découle aussi immédiatement de la définition que, pour tout u € E
p(—u) = —p(u)
et, plus généralement, pour tous uy, us, ..., u, € E et tous A, Ag, ..., A\, € R

e(Aug + Aoug + ... + Apy) = Mp(ug) + Aap(ug) + ... + Anp(uy).

Lun chapitre de fin d’année viendra étendre la notion d’espace vectoriel a des espaces de matrice, de polyndémes, de
fonctions...
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1 Pour vérifier qu’une application donnée est bien une application linéaire, on utilise plutét la définition
équivalente ci-dessous.

A retenir! N

Soit ¢ : E — F. On a équivalence
(i) ® est une application linéaire;
(ii) Pour tous u,v € F et tous A\, u € R, on a

p(Au + pv) = Ap(u) + pp(v). (%)

(1) L’application identité Idg : E — E, u — w est un endomorphisme de E.
(2) L’application ¢ : E — F, u+ O est une application linéaire, appelée application nulle.

(3) L’application ¢; : R* = R3 u = (z,y) = (x +y,x — y, 3y) est une application linéaire de R?
dans R3. Ce n’est pas un endomorphisme.

(4) L’application ¢y : R*? = R? u = (z,y) — (2= + y, —y) est un endomorphisme de R?.

(5) Soient (eq,...,e,) et (fi,..., fn) deux bases de E. L’application ¢5 : E — E, e¢; — f; est un
endomorphisme de F.

(6) Soit A € M3(R). L'application f4 : Ms; — Mj3;, X — AX est un endomorphisme de M3 ;.
On verra que tout endomorphisme peut étre ramené a cette forme.

1 Beaucoup d’exercices demandent de vérifier qu’une application définie au préalable est un endo-
morphisme; pour cela on vérifie donc deux choses

e QQue l'application ¢ arrive bien dans ’espace vectoriel d’arrivée, i.e.
Yue B, ¢u) ek

(On verra plus tard que cette condition est moins triviale dans un espace de polyndmes par ex-
emple.)

e Que lapplication ¢ est bien linéaire a I’aide la relation ().

Exercice 1. Montrer que I'application ¢ : R® — R3 définie par ¢(z,y,2) = (2,2y + 32,2 — y — 2) est
un endomorphisme de R3.

Une application linéaire bijective s’appelle un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Lorsque les espaces d’arrivée et de départ sont les mémes (c’est a dire lorsqu’on a un endomorphisme),
un isomorphisme est parfois appelé automorphisme.

\.

i Par exemple, I'application ® définie de R™ dans M,, ; (R) par
T1

X2

Vu = (21, ..., 2,) € R", O(u) =

In
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est un isomorphisme entre R” et M,, ;(R).

3 Noyau, Image, Rang

Soit ¢ une application linéaire de E dans F'. On appelle noyau de ¢ 'ensemble, noté Ker(y), des
vecteurs de E envoyés par ¢ sur le vecteur nul Og

Ker(p) ={u e E: ¢(u) =0p}.
C’est un sous-espace vectoriel de E.

\.

15 étant linéaire, Ker(p) contient toujours au moins le vecteur nul de E (et n’est donc jamais vide)

0p € Ker(yp).

= Pour déterminer le noyau de ¢, on résout I’équation (ou
le systéme d’équations) ¢(u) = 0 et on exprime les solutions
sous forme d’un Vect()

| \

11

Considérons par exemple ¢ : X € My (R) — AX avec A = (1 1

). On écrit
Xz(;)GKer(go) — 9(X)=0«<= AX =0

r+y = 0 _
<— {x+y:0<:>y— T

= =) (3
— xevn((2))

Ker(e) = Vect <<_11)> .
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Donc

Exercice 2. Déterminer le noyau de I'application f: R?® — R? u = (z,y,2) — (v +y,y — 2).

Propriété

Soit ¢ une application linéaire de E dans F. Alors
@ est injective <= Ker(yp) = {0g}.

1 La linéarité permet de ramener I'étude de I'injectivité de ® en 0. Ce résultat est cruciall
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|

Soit ¢ une application linéaire de E' dans F. On appelle image de ¢ l'ensemble, noté Im(yp), des
vecteurs de F' ("touchés par ¢") admettant un antécédent par ¢:

Im(p) ={veF: Juek v=pu}t={pu): ue FE}.

C’est un sous-espace vectoriel de F.
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Propriété \

Soit ¢ une application linéaire de E dans F. Alors

¢ est surjective <= Im(p) = F.

1 Le caractére linéaire permet de voir immeédiatement que, si E est de dimension finie et que
B = (uy,us, ..., u,) est une base de F,

Im(p) = Vect(p(ur), p(ua), ..., p(un)).

1 Pour déterminer I'image, on détermine donc le sous-espace en-
gendré par les images des vecteurs d’une base de I'espace de départ.

‘
Soit ¢ une application linéaire de F dans F. On appelle rang de ¢ la dimension de I'image de ¢
rg() = dim(Im(e)).
i [image de ¢ étant un sous-espace vectoriel de F'; on a toujours
rg(p) < dim(F).

A retenir! N

w SiB = (uy,us, ..., u,) est une base quelconque de F,

rg() = dim (Vect(p(ur), p(uz), ..., p(un))) -
= Avec ce qui précéde, on a aussi

@ surjective <= Im(p) = F <= rg(p) = dim(F).
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15 Le théoréme qui suit est central dans I’étude des endomorphismes. Il permet bien souvent de déduire
des informations sans ajouter de calculs supplémentaires.

A connaitre sur le bout des doigts

Théoréme du rang. Soit ¢ une application linéaire de F dans F'. Alors,
dim(£) = dim(Ker(¢)) + rg(p).

1 On observe que seule la dimension de ’espace de départ intervient dans le théoréme du rang.

Exercice 3. Soit f un endomorphisme non nul d’une espace vectoriel £ de dimension 3 tel que fo f = 0.

(1) Montrer que Im(f) C Ker(f).
(2) En déduire que dim(Ker(f)) > 2.
(3) Conclure que rg(f) = 1.
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1 ][] découle du théoréeme la propriété suivante.

Soit ¢ une application linéaire de E dans F. Alors,

(i) Sidim(F) < dim(F), alors ® n’est pas surjective;
(ii) Sidim(F) < dim(E), alors ® n’est pas injective;
(iii) Si dim(F) = dim(F'), alors on a équivalence

¢ est un isomorphisme <= ¢ est injectif <= ¢ est surjectif.

1 En prenant £ = F dans le résultat précédent, on obtient ’équivalence ci-dessous. En particulier,
il suffit la plupart du temps de vérifier qu'un endomorphisme est injectif (car c’est souvent plus facile
que surjectif) en déterminant son noyau pour obtenir le caractére bijectif.

A connaitre sur le bout des doigts \

Soient E un espace vectoriel de dimension n et ¢ un endomorphisme de E. Alors,

¢ est un automorphisme <= ¢ est injectif
< Ker(p) ={0g}
— Im(p)=F

— rg(p)=n

<~

@ est surjectif.

4 Endomorphisme associé a une matrice

On s’intéresse dans cette section & un cas (pas si) particulier d’application linéaire. On verra dans la
suite que tout endomorphisme se raméne a ce type d’application linéaire.

Soit A une matrice de M, (R). Alors, I'application

Mua(R) — M, 1(R)
X — AX

est un endomorphisme, dit endomorphisme canoniquement associé a A.

\.
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Soit A une matrice de M, (R).

On appelle noyau de A, et on note Ker (A), le noyau de ’endomorphisme canoniquement associé a
A, c’est a dire sous-espace vectoriel de M, ;(R) défini par :
Ker (A) ={X e M,,;(R) | AX =0}.

On appelle image de A, et on note Im(A), I'image de I’endomorphisme canoniquement associé a
A. Notant Cf, ..., C, les colonnes de A (et observant que Ae; = C; (ou (ey, .., e,) base canonique de
M1 (R), on a

Im(A) = Vect(Cy, ..., Cy)

On appelle alors rang de A, le rang de ’endomorphisme canoniquement associé a A et on a bien sir
rg(A) = dim(Im(A)) = dim (Vect(C4, ..., Cy,))

iz Le rang d’une matrice est alors égale au rang de la famille de vecteurs constituée de ses colonnes.

La commande matrix_rank( ) de la librairie numpy.linalg renvoie
le rang d’une matrice.

A connaitre sur le bout des doigts

Théoréme du rang pour les matrices. Soit A une matrice de M,,(R). Alors :
dim(Ker (A4)) +rg (A) = n.

Caractérisation de l’inversibilité
A est inversible <= Ker (4) = {0} < rg(A4) =n.

Exercice 4. Discuter sans calcul de l'inversibilité des matrices ci-dessous

1 11 0 01 1 21

()A=111 1], B=101 0], C=1(3 2 5

1 11 1 00 1 2 1
-1 1 0 1
Exercice 5. On considére les matrices A= 0 -1 1 et U=1]1
1 0 -1 1

(1) Déterminer le rang de A.
(2) Calculer AU.
(3) En déduire Ker(A).

5 Matrice d’une application linéaire dans une base

On voit dans cette section que tout endomorphisme peut finalement se représenter sous la forme du cas
particulier précédent.

5.1 Action d’une application linéaire sur une base

Propriété

Soit ¢ une application linéaire de F dans F'. Alors, ¢ est entiérement déterminée par 'image des
vecteurs d’une base de F.
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1 Le résultat précédent signifie qu’il suffit de connaitre les images des vecteurs d’une base quelconque
de l'espace de départ pour "connaitre" ¢.

Propriété

Soient ¢ et ¢ deux applications linéaires de £ dans F. Si ¢ et ¢ coincident sur les vecteurs d'une
base de E, alors ¢ = .

1= Les propriétés d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité se traduisent sur la famille des images
des vecteurs de la base de départ. On rappelle au lecteur que si (ug, ..., u,) est une base de E, alors

Im(¢p) = Vect(p(u1), ..., (un)).

Propriété \

Soient  une application linéaire de E dans F' et B = (uq, us, ..., u,) une base de E. Alors,

(i) ¢ est injective si et seulement si (¢(u1), p(u2), ..., (uy,)) est libre;
(ii) ¢ est surjective si et seulement si (¢(uy), @(u2), ..., p(uy,)) est génératrice dans F;
(iii) ¢ est bijective si et seulement si (p(uq), p(us2), .. ,gp(un)) est une base de F.
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5.2 Matrice associée a une application linéaire
Considérons une application linéaire

p: B—F,
Bg = (u1,...,u,) une base de E et By = (vy, ..., v,) une base de F.

On a dit que ¢ est entiérement caractérisée par son action sur Bg. Or, tout vecteur de F' se décompose
de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de Bp.
Ainsi, le tableau des cordonnées des images des p(u;) dans la base Br contient toutes les informations
sur . On I'appelle la matrice de ¢ dans les bases B et Bp.

~

La matrice de ¢ dans les bases B et Bp est la matrice A € M,,, dont les colonnes sont constituées
des coordonnées dans la base Br des vecteurs ¢(e;) (pour 1 <i < p). Plus précisément,

A= Mat(% Bg, BF) = (ai,j>1§i§n, 1<j<p

ou, pour tout 1 < 5 < p,
n
ej) = Zamvi.
i=1

Lorsque E = F, alors la matrice A est simplement notée Mat(p, Bg).

\. J

A retenir! N

p(ur) p(up)

Mat(yp, Bg, Br) = i ... Qip < coordonnée selon v,
Ui - Qnp <+ coordonnée selon v,

\. J

1 On insiste sur le fait que la matrice d’'une application linéaire n’a de sens que si les bases de départ
et d’arrivée sont précisées.
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i Attention, si on change 'ordre des vecteurs dans les bases, on change la matrice de I’application.

1 Une méme application linéaire admet donc une infinité de représentations matricielles, selon les
bases choisies.

= La matrice de l'application identité (de E dans F, avec dim(E) = n)
est la matrice identité

Mat(Idg, Bg) = I,..

Exercice 6. Déterminer la matrice dans les bases canoniques de 'application :

fll Rg — RB ;
(2,y,2) = (2v—y+zy—3z,1+22)

A retenir! N

Soient E et F' deux espaces vectoriels, Bg = (e1, ..., e,) une base de E et Bp = (vy,...,v,) une base
de F' et ¢ une application linéaire de F dans F'.

On note A = Mat(p, Bg, Br).

Soient w € E et v € F. Si X = mat(u,Bg) € M, représente les coordonnées de v dans By et
Y = mat(v, Br) € M,,; représente les coordonnées de v dans By, alors

v=>(u) =Y = AX.

i Une application linéaire n’est donc rien d’autre qu'une multiplication matricielle sur les coordon-
nées d’un vecteur dans une certaine base.

Propriété \

(Composition et puissances). Soient F, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie et Bg, Br, Bg
des bases de chaque espace respectivement.

(1) Si ¢ est une application linéaire de E dans F' et 1) une application linéaire de F' dans G, alors
Mat(d} o @, BE7 BG) = Mat(¢7 BF: BG) ’ Mat(gp, BEa BF)
(2) Si ¢ est un endomorphisme de E et n € N, alors Mat(¢", Bg) = Mat(p, Bg)™.

i Toutes les propriétés d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité sur ® sont équivalentes aux
méme propriétés sur la matrice de ® dans des bases quelconques.
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A connaitre sur le bout des doigts \

Soient ¢ un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n, Bg
une base quelconque de E et A la matrice de ¢ dans la base Bg. Alors

© est un automorphisme @ est injectif

© est surjectif
Ker(p) = {0g}
Im(p) = E
Ker(A) = {0, . }
Im(A) = M1

A est inversible

\. J

111ty

1 Fn particulier, et avec la propriété qui précéde, on voit que, si ¢ est un automorphisme de E, alors

Mat(go_l, BE) = Mat(go, BE)_I.

Une matrice dont les colonnes sont libres est donc de rang maximal et
par conséquent inversible.

Les colonnes d’une matrice inversible forment toujours une base de

M, 1 (R).

6 Matrices semblables

On a dit plus haut qu'un endomorphisme pouvait étre représenté (selon les bases choisies) par une
infinité de matrices. Si ces matrices sont en effet différentes, elles vont vérifier certaines propriétés et
relations du fait de représenter ce méme endomorphisme.

6.1 Matrices de passage

On commence par présenter la notion de matrice de passage qui permet de passer des coordonnées d'un
vecteur dans une certaine base a celles dans une autre base par une opération matricielle.

Soient B et B’ deux bases d’un méme espace E. On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice
de I'application Idg entre B’ et B

PB,B/ = Mat(IdE, B/, B)
i ][] s’agit de la matrice dont les colonnes sont composées des coordonnées des vecteurs de la nouvelle
base B’ exprimées dans l’ancienne base B.

C’est une matrice inversible (ses colonnes sont libres). De plus,

(P&BI)_I = Mat(IdE,B, B/> = PB’,B
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A retenir!

Notant B = (uy, ..., up) et B = (v1,...,v,), on forme la matrice de passage comme suit.
U1 Un
Psp = air ... Qip < coordonnée selon u;
Ani e Gnp < coordonnée selon u,,
et
U1l Un
P BB = bl,l s bl,p < coordonnée selon v;
b1 bnp < coordonnée selon v,
ou
n n
V = E A 1 Us, U; = E bi,j/Ui-
i=1 i—1

Exercice 7. Déterminer la matrice de passage de la base B a la base B’ ou B est la base canonique de
R3 et B’ = (u,v,w) avec u = (1,1,1), v = (1,—1,0) et w = (1,1, —-2).

Soient B et B’ deux bases de E.

Soit u € E. On note X = mat(u, B) € M,,; les coordonnées de u dans la base B et Y = mat(u, B') €
M., 1 celles dans la base B'. Alors,

Y = (PB’B/)il X, ouencore X = PgpY.

Exercice 8. Soit B = (eg, €1, ¢3) la base canonique de R3,

Soit B’ = (u,v,w), ot u = (1,—1,1), v = (0,1,1) et w = (0,1, —1), une autre base de R3.
(1) Déterminer la matrice de passage R de B a B'.
(2) Quelles sont les coordonnées du vecteur (1,2,3) dans la base B'?

6.2 Formule de changement de base

A connaitre sur le bout des doigts

Formule de changement de base.
Soient B et B’ deux bases de E et ¢ un endomorphisme de E. Alors,

Mat (¢, B) = PssMat(p,B) (Pss) "

ou de maniére équivalente

Mat (¢, B') = (Pg )" Mat(p, B) P .

Exercice 9. Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

2 -1 =2
A= 2 -1 -4
-1 1 3

On pose : u=(1,2,-1), v=(1,1,0), w=(2,0,1).
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(1) Calculer f(u).

(2) Montrer que Ker(f — id) = Vect(v, w).

(3) Montrer que B' = (u,v,w) est une base de R?.
(4)

(5)

Déterminer la matrice A’ de f dans la base B'.

3
4
5) Pour tout n € N, calculer f"(u).

1z [idée est alors de trouver une base dans laquelle la matrice qui représente I’endomorphisme est
diagonale (ou au moins triangulaire), celle-ci rendant par exemple le calcul des puissances nettement
plus simple. C’est tout 'objet du chapitre intitulé Réduction des endomorphismes.

6.3 Matrices semblables

Deux matrices M et M’ de M,,(R) sont dites semblables s’il existe une matrice P € M, (R) inversible

telle que
M =P 'MP.

1 Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans
deux bases différentes. La matrice P est alors la matrice de passage entre ces deux bases.

Propriété

Deux matrices semblables ont le méme rang.
Si deux matrices sont semblables et que 'une est inversible, alors I'autre aussi.

1 Une récurrence immédiate qu’il faut savoir refaire parfaitement donne la relation ci-dessous, trés
pratique comme on 1’a déja compris.

Propriété

Soient M et N deux matrices semblables telles que M = P~!NP. Alors, pour tout
k€N, ona MF=PINFP.

7 Sélection d’exercices - Travaux dirigés
Révisions
Exercice 10. Les familles suivantes sont-elles libres ou liées? Préciser leur rang.

(1) ((4,-16,10); (4,-5,3)) dans R°.

(2) ((=1,0,1); (1,-1,1); (0,1,2)) dans R?.

(3) ((1,1,1,1); (1, ,3,4),( 2,8,16)) dans R%.

(4) ((2,2,2);(0,1, ),(1,1,0),(1,1,1)) dans R3.

Exercice 11. Montrer I’égalité des ensembles F' et G définis ci-dessous

F=Vect((1,1,0);(1,2,1)), et G={(z,y,2) eR’| —a+y—2=0}.
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Exercice 12. (Extrait de DM n°2, Automne 2021) Montrer que la famille (u, v, w) est une base de R3,
ou

u=(-1,2,0), v=(3,-5—-1), w=(0,1,-2).
Expliciter les coordonnées d’un vecteur (x,y, z) dans cette nouvelle base.

Exercice 13. Justifier que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels en déterminant une famille
génératrice.

A={(z—yz+y,20-3y), (z,y) eR?’}; B={(x,y,2) €R’ |z +2y—32=0};

T rT+z 2z—y z
—x+2y = 6
C= y | € M31(R) - { Tray=y+oz . D= y—x 2+2y v+z|, (z,y,2) € R
2z y+3z=—2 0 2r T —2z
1 11
Exercice 14. On considére la matrice A est donnée par A= |1 1 1
113

(1) Déterminer trois vecteurs U, V, W € Mj3;(R) tels que
{X c Mg@(R)  AX = 0} = Vect(U), {X c M3’1(R) D AX = X} = Vect(V),
et
{X e M31(R): AX =4X} = Vect(W).
(2) En déduire que les trois ensembles précédents sont des (sous-)espaces vectoriels (de M) et

préciser leurs dimensions.
(3) La famille (U, V, W) est-elle libre ? Forme-t-elle une base de Mj3;7

Applications linéaires

1 0 —1
Exercice 15. Déterminer en un coup d’oeil le rang, le noyau et I'image de la matrice A= | 0 0 0
-1 0 1

Exercice 16. On considére I’endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique B =
{e1, €9, €3,e4} est donnée par

A=

O = O
— O O
o O O
O O =

0010

(1) Justifier, sans aucun calcul que f est un automorphisme.

(2) Verifier que fo fo fo f=1Id (sans aucun calcul non plus) et en déduire I'expression de A~ en
fonction de A.

(3) Déterminer Fy = Ker(f —1d) et E_; = Ker(f + 1d).

Exercice 17. On considére les matrices carrées d’ordre trois suivantes :

11 1 2 1 1 0 0
A=|(o0o o -1|, B=[-3 -2 -1|, D=]0 -1 0
2 2 -1 1 1 0 0 1

(1) Déterminer trois vecteurs u, v et w de Ms;(R) tels que

e les coefficients de la deuxiéme ligne de u, v et w soient respectivement —1, 1 et 1.
e u forme une base de Ker(A);
o Av = —u;

e Ker(A—I) = Vect(w)
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(2) Vérifier que (u,v,w) forme une base de M3 ;(R). Former la matrice P de passage de la base
canonique vers cette nouvelle base.

(3) Déterminer P!,
(4) Veérifier que P~*AP = D. Est-ce surprenant? Expliquer.

(5) On note ¢ 'endomorphisme de Msj;(R) représenté dans la base canonique par la matrice B.
Montrer que la matrice de ¢ dans la base (u,v,w) est encore une matrice diagonale, que 'on
notera C'. Expliciter un lien ente C' et B.

Exercices d’annales

Exercice 18. (D’aprées ECRICOME 2023)

1 001
1 ) 11110
On considére la matrice A = 111 0
1 001
On note f ’endomorphisme de R* représenté par la matrice A dans la base canonique C = (ey, €9, €3, €4)

de R*.

(1) On considére les vecteurs suivants de R*:
U = (_1a17071)7 Uo = (07_17170)7 Uz = (0717170) Uy = (1707071)

On note B = (uy, us, ug, uy).

(a) Montrer que B est une base de R%.

(b) Déterminer la matrice représentative de f dans la base B.

(¢) En déduire une matrice P de My(R) inversible et une matrice 7' de My(R) triangulaire
telles que A = PT P!,

(2) (a) Calculer A%, A3, puis vérifier que A3 = 442 — 4A.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, il existe deux réels a,, et b,
tels que

A" = a,A* + b, A

vérifiant, pour tout entier naturel n non nul, a,,, = 4a, + b, et b, 1 = —4a,.

(3) (a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
Apy2 = 4an+1 — 40,71.

(b) Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, une expression de a,, en fonction de n.
(¢) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression de b, en fonction de n.

(4) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

2n—1 0 0 2n—1
(n + 1)2n—2 2n—1 2n—1 (n _ 1)2n—2
(n+1)2n=2 2n=t 2n=l (p —1)2n2
2n—1 0 0 2n—1

A" =

Exercice 19. (D’aprées EML 2019).
On rappelle que deux matrices A et B de M3(RR) sont dites semblables lorsqu’il existe une matrice P
de M3(R) inversible telle que B = P~1AP.
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L’objectif de cet exercice est d’étudier des exemples de matrices inversibles qui sont semblables a leur
inverse. Les trois parties de cet exercice sont indépendantes entre elles.

Partie A : Premier exemple

On considére 'endomorphisme ¢ de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice

1 -1 1
A=10 1/2 0
0 0 2

(1) Justifier que ¢ est un automorphisme.
(2) Déterminer trois vecteurs u,v et w de Mjs;(R) tels que
1
Ker(A — I) = Vect(u), Ker (A - 5]) = Vect(v), et Ker(A—2I)= Vect(w).

(3) Vérifier que la famille B’ = (v, u, w) forme une base de M3 ;(R) et préciser la matrice D de ¢
dans cette base.

(4) En déduire une matrice P, inversible, telles que A = PDP~!. Expliciter la matrice D!

(5) On note Q = . Calculer Q? et QDQ.

— O O
OO =

0
1
0
(6) En déduire que les matrices A et A~ sont semblables.

Partie B : Deuxiéme exemple
On considére f I'endomorphisme de R? défini par :
V(z,y,2) €R3 f(z,y,2) = (x,—2,y +22).

On note M la matrice de f dans la base canonique de R3.
On considére également les vecteurs u; et up de R? définis par : u; = (1,0,0) et uy = (0,1, —1).

(7) Expliciter la matrice M et montrer que M est inversible.

(8) (a) Montrer que (uy,uz) forme une base de Ker(f — id).
(b) Déterminer un vecteur us de R? tel que : f(u3) — uz = uo.
(c) Montrer que la famille B; = (uy, us, u3) est une base de R3.

On admet que By = (uy, —us, u3) est également une base de R3.

(9) (a) Ecrire la matrice M; de f dans la base B et la matrice M, de f dans la base Bs.
(b) Justifier que les matrices M; et M, sont semblables, et calculer M; Ms.

(10) En déduire que les matrices M et M~' sont semblables.

Partie C : Troisiéme exemple

On considére la matrice T' de M3(R) définie par :
T —

et on pose N =1 — Is.
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(11) Justifier que la matrice 7" est inversible.

(12) (a) Calculer N3 et (I3 + N)(I3 — N + N?).

(a
(b) En déduire une expression de T~! en fonction de I3, N et N2.

(13) On note g 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est N.

(a) Justifier qu’il existe un vecteur u de R? tel que go g(u) # 0 et go go g(u) = 0.
(b) Montrer que la famille Bs = (g o g(u), g(u),u) est une base de R3.

(¢) Ecrire la matrice de g dans la base Bs.

(d) Calculer N? — N et en déduire que les matrices N et N? — N sont semblables.

(14) Montrer que les matrices T et T~' sont semblables.

Exercice 20. (D’aprées EDHEC 2013)

(1) On note B = (ey, €2, €3) la base canonique de R? et on considére 'endomorphisme f de R?® dont
la matrice dans la base B est

2 1 2
A= -1 -1 -1
-1 0 -1

(a) Veérifier que 'on a A? # 0 et calculer A®.
(b) Déterminer une base (u) de Ker (f) ainsi qu'une base (v, w) de Im (f).
(c) Montrer que Im (f?) = Ker (f).

Dans la suite, on considére un endomorphisme g de R? tel que

g #0, et g =0,
ce qui signifie que g o g n’est pas I’endomorphisme nul, mais que g o g o g est I’endomorphisme
nul. En désignant par M la matrice de g dans la base canonique R?® de R? on a donc : M? # 0
et M3=0.
On se propose de montrer, dans ce cas plus général, que Im (¢?) = Ker (g).

(a) Justifier qu’il existe un vecteur u de R? tel que g* (u) # 0 .

(b) Montrer que (u, g (u),g*(u)) est une base de R® | que I'on notera B'.

(¢) Donner la matrice N de g dans la base B’ .

(d) Déterminer Im (g) et donner sa dimension. En déduire une base de Ker(g). Pour finir,
déterminer Im (g?) puis conclure.

Exercice 21. (Extrait de DS n°4, ECEL, Printemps 2018) On considére la matrice A € My(R) définie
par

(2)

100 —1
100 —1
A=1910 1
00 1 —1

et 'endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique B = (ey, €9, €3, ¢4) de R* est A.

(1) Montrer, sans pivot, que A n’est pas inversible et déterminer Im(f).

(2) (a) Calculer A% A3, A%
(b) Déterminer noyau de f et préciser sa dimension.

(3) (a) Montrer que si il existe A € R et u € R, avec u # 0 et f(u) = \u, alors f*(u) = Au. En
déduire que \* = 0 puis que A\ = 0.
(b) Existe-t-il une base de R* dans laquelle la matrice de f est diagonale?
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(4) On note

e1=e1, = f(e1), e3=[f(e2), &= fle3)
et C = {61,52,83,54}.

(a) Montrer que C est une base de R*.
(b) Déterminer la matrice N de f relativement & la base C de R*.

(5) Existe-t-il un endomorphisme bijectif g de 'espace vectoriel R* tel que go fog ™t = f27?

Exercice 22. (D’aprés EDHEC 2019 et CB n°3, Automne 2019)
On considére les matrices

0 1 1 100
A=|-2 3 2], I=10 10
1 -1 0 001

et on note B = (ey, €9, e3) la base canonique de E = M3 ;.
(1) (a) Déterminer (A — I)2.
(b) En déduire que A est inversible et écrire A™' comme combinaison linéaire de I et A.

(2) On pose A= N + I.
(a) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A” comme combinaison linéaire de I et N,
puis I’écrire comme combinaison linéaire de [ et A.
(b) Veérifier que 'expression précédente est aussi valable pour n = —1.

(3) On pose u; = (A —1I)(ey) et ug = €1 + e3.
(a) Montrer que 'ensemble £y = {X € E: (A—1)X = 0} est un sous-espace vectoriel de E et
que (u1,ug) en est une base.
(b) Montrer que la famille (u1, us,€;) est une base de R3.
(c) On note T la matrice dont les colonnes sont respectivement les coordonnées de Auy, Aus et
Ae; dans la base (u,ug,e1). Expliciter T

-1 1
(4) Soit la matrice P= | =2 0 . Vérifier que P est inversible puis que A = PT P!
1

1

o O =
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Approfondissement

Exercice 23. On note B = (ey, e, e3) la base canonique de R? et on considére un vecteur v fixé de R3.
On considére également I'application f qui & tout vecteur u = (a,b,c) de R? associe le vecteur f(u)
définie par :
flu)=u—(a+b+c)v
(1) Montrer que f est un endomorphisme de R3.

(2) Etude d’un cas particulier. Dans cette question [3| seulement, on suppose que v = (2,-1,0).
(a) Vérifier que f(v) =0. f est-il un automorphisme ?
(b) Déterminer une base de Im(f).
(¢) On note w = (—1,1,0) et z = (0,—1,1). Montrer que la famille (w, z) est également une
base de Im(f).
(d) En déduire, sans calculs supplémentaires, une base de Ker(f).
(e) Montrer que la famille C = (v, w, z) est une base de R3.
(f) Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R? puis dans la base C.

(3) Retour au cas général. On suppose maintenant que v = («, [3,7) vérifie a + f + v = 1.
) Montrer que f(v) = 0.

) En déduire que fo f = f.

) Montrer que le vecteur y appartient a Im(f) si et seulement si f(y) = y.

) En déduire que les vecteurs es — e1 et e3 — ey appartiennent a Im(f).
) Déduire de la question [3aj que rg(f) < 2.
) Déterminer une base de Im(f).
)

Cette matrice est-elle inversible 7
(h) Montrer que la famille C = (v, ey — €1, €3 — €5) est une base de R? puis déterminer la matrice
de f dans cette base.

Exercice 24. Les questions sont indépendantes

(1) Soient E un espace vectoriel et u,v deux endomorphismes de F qui commutent. Montrer que
Ker(u) et Im(u) sont stables sous l'action de wv.

(2) Soient v = (1,0,0), v = (1,1,1) deux vecteurs de R? et F' = Vect(u,v). Trouver un endomor-
phisme f de R3 tel que Ker(f) = F.

Exercice 25. Soit A € M, (R) non nulle telle que A? = 0 et rg(A) = r. On note (uy,ug, ..., u,) une
base de Im(A).

(1) Quelle est la dimension de Ker(A)?

(2) Montrer que Im(A) C Ker(A4). En déduire que n > 2r.

(3) En déduire qu'il existe des vecteurs vy, vg, ..., Uy, tels que (uq, ..., Uy, V1, ..., U, _2,) forme une base
de Ker(A).

(4) Montrer qu'’il existe une matrice P inversible telle que

_ 0 Ir -1
wer (S o

ou [, désigne la matrice identité de taille r.
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