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Chapitre 5. Des séries et des hommes

1 (Rappels et) généralités

Soit (un)n>n, une suite. La série de terme général u,, est la suite (.5,,) définie par
n
VYn >ng, S,= Z Uy
k=no

Le terme S, est appelé la somme partielle d’indice n de la série. La série est notée Z Up,.

n>ng

1 Les outils d’études des suites peuvent alors s’appliquer aux séries deés lors qu’on considére la suite
des sommes partielles.

| \
i Si 'on dispose d’un programme qui renvoie la liste des termes consécutifs
(jusqu’au rang n) de la suite (u,), on peut obtenir la liste des termes consécutifs
de la suite des sommes partielles grace a la commande np.cumsum( ) .

Autrement, on utilise une boucle for.

\. J

La série Z u, est dite
n>ng
e convergente si et seulement si la suite (.S,),>n, des sommes partielles converge. Dans ce cas,
sa limite est appelée la somme de la série et on note

“+oo
lim S, = E U
n——+00

k=ngo

e divergente si et seulement si (S,),>n, a une limite infinie ou pas de limite.

1 Ftudier la nature d’une série, c’est déterminer si elle converge ou pas. Dans le premier cas, on
cherche alors a expliciter sa somme si c¢’est possible, mais ce n’est souvent pas le cas.
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A retenir!

+oo
& La quantité Z U, est une limite (qui pourrait donc ne pas exister).

n=ng
“+oo

1 On n’écrira donc jamais E u, avant d’avoir au préalable justifié la convergence de la série!
n=ng

i Soit 1o un entier fixé. Remarquant qu’on peut décomposer (par la relation de Chasles) une somme
partielle

n no—1 n
E U = g Uy + g Uk,
k=0 k=0 k=ng

il est clair que la nature de la série ne dépend par de la somme des ny premiers termes, celle-ci étant
constante. La valeur du premier terme de la série ne modifie donc pas le caractére convergent ou
divergent mais en revanche, cela modifie, en cas de convergence, la valeur de la somme.

Soit ) .-, Uk une série convergente. On appelle reste de la série, et on note (R,) la suite définie,

pour n > ng, par
“+o0o n “+o0o
Rn = E Up — E U = E Ug .

k=ng k=ng k=n+1

1= ][] découle immédiatement de la définition que le reste d’une série convergente
tend vers 0:

( E U converge) = lim R, =0.
n—-+o0o
k>ng

\. J

Exercice 1. On consideére la série > _, 1/n?, dont on note S, la somme partielle d’indice n.
(1) Montrer que la suite (.S,,) est croissante.

1 1
2

(2) Montrer que, pour tout n > 2, on a — < .
n? " n—1 n
(3) En déduire que la série est convergente. On note S sa somme.
(4) Déduire également de la Question (2), que, pour tout n € N* et tout p > n, on a
S|
<
k2 = n

1
k=n+1 p

En déduire une majoration du reste.

(5) Ecrire un programme en Python permettant d’obtenir une valeur approchée a 1073 de S.

1.1 Propriétés des séries convergentes

i On a un lien trés utile entre somme(s) partielle(s) et terme général

n n—1
Sp = Zuk = Zuk+un+1 = Sp-1+ Uy = Uy =5, — Sp_1.
k=1 k=1

En particulier, il en découle immeédiatement le résultat suivant.
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A connaitre sur le bout des doigts

Si la série > u,, est convergente, alors la suite (u,) converge vers 0.

& La convergence vers 0 du terme général est une condition nécessaire mais absolument pas suff-
isante. L’exemple classique est celui de la série harmonique, proposé ci-dessous.

\.

1
Exercice 2. Soit H,, la somme partielle d’indice n de la série harmonique Z T

(1) Que vérifie le terme général de cette série?
(2) On dispose du code suivant dont 1’ exécution renvoie 'affichage ci-contre. Que peut-on conjec-
turer ?

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt —
def serie_h(n): 2.0 eeee?
return np.cumsum([1/k for 354 ....00"'. —
k in range(l, n+1)]) 50 ......0'+++++ certtt
2.5 - +++++
n=30 2ol . ++++
N=[k for k in range(l, n+1)] " .° 1t
Y=serie_h(n) ++
Z=[np.log(k) for k in NI B I
plt.grid ) ]
plt.plot(N, Y, ’ko’) %o !
0 5 10 15 20 25 30
plt.plot(N, Z, ’k+’,

color=’red’)
plt.show()

(3) Montrer que, pour tout n > 1,

1
Hy, — H, > —.
2

(4) En déduire la divergence de la série harmonique.

A retenir!

1= En revanche, la non convergence vers 0 du terme général permet immédiatement de conclure a la
divergence de la série. On dit d’ailleurs dans ce cas que la série diverge grossiérement.

' r

Propriété

Soient >, -, un et 35 o v, deux séries convergentes, et A, u € R. Alors la série Ay, + 1) vn,
de terme général (Au,, + pv,), est encore convergente. Sa somme est égale a la combinaison linéaire
correspondante des sommes des deux séries.

\.

& La réciproque de la proposition précédente est fausse. Il est tout a fait possible que > (u, + v,)
converge sans qu’aucune des deux séries > u, et »_ v, ne converge. Par exemple,

- 1 N I |
;k(kJrl)_;k ;kﬂ'

La série > 1/k(k 4+ 1) est convergente, mais les deux séries > 1/k et > 1/(k + 1) divergent.
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2 Techniques et séries usuelles

On présente quelques techniques qui permettent de conclure a la nature d’une série.

2.1 Séries télescopiques

Propriété \

Une suite (u,) est convergente si et seulement si la série > (u,41 — uy,) est convergente. Auquel cas,
on a

—+00

Z(uk+1 —u) = lim w, — up.

n—-+o0o
k=0

\. J

Exercice 3. Soient f la fonction définie sur [0;1] par f : * — z — 2 et (u,), de premier terme
up €)0; 1], vérifiant la relation de récurrence

2
n

VTLEN, un-i-l:f(un):un_u

) Dresser le tableau de variations de f.

) Montrer que Vn € N, u, €]0;1[.

) Etudier la monotonie puis la convergence de (u,). Déterminer sa limite.
) Montrer que la série > u? converge et préciser sa somme.

(1
(2
(3
(4
2.2 Comparaison série/intégrale

Si le terme général d’une série est donnée par une formule du type u, = f(n), ou f est une fonction
monotone (souvent décroissante) sur R, on peut obtenir, par positivité de I'intégrale, des inégalités ou
encadrements du type

n+1 n
/ f)dt < u, ou U, < / f(t)dt,
n n—1

n
qui, en passant a la somme, donnent une estimation des sommes partielles a 1’aide de / f(t)dt.
ng

1 On peut visualiser la méthode en comparant la somme partielle, interprétée comme la somme des
aires des rectangles (de hauteur uy, et de largeur 1), avec I'intégrale, qui correspond a ’aire sous la courbe.

k—1

b\

k
W-u B F0d B G- =u
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| )

L’exemple le plus classique est celui qui permet d’encadrer la somme partielle de la série harmonique
(et suite d’obtenir de I’équivalent en In(n))

—~ 1
n) < ZE <1+In(n)
k=1

On pourra notamment regarder le DS n°1 de année 2021-2022 ou le sujet ECRICOME 2018).

\. J

1 On conclut ensuite avec un théoréme de comparaison.

Exercice 4.

(1) Etudier les variations de z —» et en déduire que, pour tout entier k > 2,

L
zIn(z)

1 >/k+1 dr
kln(k) = J,  xln(x)

(2) Montrer que, pour tout entier n > 2,

> In(In(n + 1)) — In(In(2)).

(3) Conclure quant a la nature de la série de terme général 1/kIn(k).

2.3 Séries usuelles : géométriques (dérivées) et série exponentielle

1 Lorsque le terme général d’une série s’écrit comme combinaison linéaire de termes généraux de
séries (usuelles) qu’on sait étre convergentes, on peut conclure a la convergence de la série.

A connaitre sur le bout des doigts \

Séries géométriques et dérivées.

Les séries

Zq”, an”‘l, et Zn(n—l)q”‘Q

n>0 n>1 n>2
sont convergentes si et seulement si |¢| < 1. Dans ce cas,

400 1 +00 92
k k=1 _
el Y SR
e 1—¢ P (1 IR
" X 2
La série exponentielle Z ) converge pour tout réel x. De plus, on a Z i e’.

k=0

1 On utilise énormément ces résultats en probabilités; les séries géométriques apparaissent deés
qu’intervient la loi géométrique, la série exponentielle dés qu’intervient la loi de Poisson.

Exercice 5. Soit p €]0,1[. Montrer que la série > k*(p*(1 — p) + (1 — p)*p) converge et calculer sa
somme.


http://frederic.gaunard.com/2122/DS1.pdf
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2.4 Séries de Riemann

La comparaison série/intégrale avec la fonction ¢ — t=* (pour o > 0) permet d’obtenir le résultat
suivant, essentiel dans le cadre de I’étude des séries; les séries de Riemann étant les séries de référence.

A connaitre sur le bout des doigts \

Critére de convergence des séries de Riemann

1

E — converge <<— o> 1.
na

n>1

i On retrouve notamment que la série harmonique Y 1/k diverge, alors que la série Y 1/k* converge.

3 Séries a termes positifs

Dans toute cette section, on considére des séries définies par des suites dont tous les termes sont
positifs.

i Lorsque l'on utilise un des résultats suivants, il est indispens-
able d’avoir justifié et de bien mentionner que la série est a termes
positifs.

3.1 Une premiére observation

i ]l est clair que si ) w, est une série & termes positifs, la suite (5S,) des sommes partielles est
croissante (a chaque rang on ajoute une quantité positive)

Sn+1 - Sn = Un+1 > 0.
Le théoréeme de convergence monotone permet alors d’établir le résultat suivant.

Propriété \

Soit > u, une série a termes positifs.

(i) La série est convergente si et seulement si ses sommes partielles sont majorées.
(ii) Si la série diverge alors elle diverge vers +oo.

\. J

3.2 Critéres de comparaisons

A connaitre sur le bout des doigts \

Soient » u, et > v, deux séries a termes positifs telles qu’a partir
d’un certain rang,

0 <u, <o,
Alors,
(i) Si Y v, converge, alors Y u, converge.
(i) Si > w, diverge, alors Y v, diverge.

\. J

1
4k +In(k+1)+1

Exercice 6. On consideére la série Z
k>0
(1) Montrer que cette série converge. On note S sa somme.

(2) On souhaite déterminer une valeur approchée de S.
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(a) Montrer que :

n

3 1 gl !
£ 4k 4 In(k) + 1 = 3 x4

(b) Ecrire une fonction Python S_ap(eps) prenant en paramétre un réel eps et renvoyant une
valeur approchée de S a eps pres.

A connaitre sur le bout des doigts \

Soient Y wu, et > v, deux séries a termes positifs telles que
Up, = 0(vy,).

(i) Si > v, converge, alors ) u, converge.
(i) Si > w, diverge, alors ) v, diverge.

i Pour montrer la convergence de ) u,,, on regarde
donc souvent la limite de nu,,.

Exercice 7.

(1) Montrer que

n*—4 1 L
=ol— n 0.
e —n —21In(n) n?)’

(2) En déduire la nature de la série Z

e" —n—2In(n)

A connaitre sur le bout des doigts

Solent Y wu, et > w, deux séries & termes positifs telles que
Up ~ Up, N —> +00.

Alors les séries > u, et > v, sont de méme nature.

3n® 4+ Tn+In(n) — 1

Exercice 8. Déterminer la nature de la série Z 93 3
n3—n

-

A retenir! N

& Pour utiliser ces critéres, on travaille sur le terme général.
On rédige soigneusement le raisonnement.

e On commence par vérifier et justifier que celui-ci est positif (au moins a
partir d'un certain rang);

e On compare (algébriquement, par équivalent ou par négligeabilité) au terme
général d’une série usuelle (bien souvent une série de Riemann)

e On peut enfin conclure.

Exercice 9. Déterminer la nature des séries de terme général

(i) wn = m (i) vy = Vi <eXp (%) - 1) |
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3.3 Convergence absolue

Dans ce paragraphe, la série de terme général u,, n’est plus forcément une série a termes positifs.

est convergente.

On dit que la série ) u,, converge absolument (ou est absolument convergente) si la série > |u,|

A connaitre sur le bout des doigts

Théoréme. Si la série Y u, est absolument convergente alors elle est aussi convergente.

\.

& La réciproque de cette propriété est fausse. Le contre-exemple classique est
celui de la série harmonique alternée, proposé ci-dessous.

Exercice 10. (Série Harmonique alternée). On considere la série - (—1)"/n dont on note (S,) la

suite des sommes partielles.

(1) Montrer que (Sa,) et (Sa,+1) sont adjacentes.
(2) En déduire la nature de la série harmonique alternée. Est-elle absolument convergente?

1= La convergence absolue permet de ramener 1’étude & une série a termes positifs, ce qui permet

d’utiliser les résultats de comparaison associés a ces séries.

= On commence donc par étudier la série de terme général |u,| et si celle-ci converge, on peut affirmer

grace au théoréme ci-avant que > u, converge.

(=n"

Exercice 11. Déterminer la nature de la série de terme général u, = —————.
n? +In(2n)

4 Incontournable

Question type de sujet de concours

I'exercice est de montrer que Y = 1/X admet une espérance et de préciser sa valeur.

(1) Exhiber une série dont la convergence est équivalente a l'existence de E(Y).
(2) Monter que, pour tout x € [0; 1] et pour tout n € N* on a

. A
—=—In(1—-2)— dt
A e
k=1
(3) Montrer que, pour tout n € N*

ron 1 1
OS/ dt < X )
o 1—1t l—2 n+1

En déduire que
X tn

lim dt = 0.
n——+00 0 —

(4) Conclure.

On considére une variable aléatoire X suivant une loi géométrique de parameétre p. Le but de
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5 Sélection d’exercices - Travaux dirigés

Exercice 12.
(1) Montrer que la série Y_,., k*¢ ™" est convergente et calculer sa somme.
(2) En déduire la nature de la série 3, ., Vke ™.

Exercice 13. Déterminer la nature de chacune des séries

(i) éln (1 + k—\l/E) (i) % W%H(k) (iid) Y (exp (Zz—i) - 1) .
() Y ((k+ DY = (k= 1)), ag§:<1—<y+%)v.

E>1 E>1
Exercice 14. Déterminer la nature des séries

. n y 1 n In(n . 1"
(4) Z;;ﬁ%§i§7 (i) }:run<:f3%r>’ (iii) S n;ﬁj (i) E:;fﬁi;ﬁ

n>1 n>1 n>1

Exercice 15.

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules rouges. On effectue, dans
cette urne, des tirages successifs de la fagon suivante : on pioche une boule au hasard, on note sa
couleur, puis on la replace dans 'urne en ajoutant une boule de la méme couleur que celle qui vient
d’étre obtenue.

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére boule bleue.

2

(n+1)(n+2)
(2) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance? une variance?

(1) Montrer :  VneN*, P([Y =n]) =

Exercice 16. On considére la série de terme général

_n3+2n2—4n—|—1

Uy = , n € N*.

n!
(1) Justifier que (1, X, X(X — 1), X(X — 1)(X — 2)) forme une base de R3[X].
(2) En déduire qu’il existe des réels (que 'on déterminera ensuite) a, b, ¢, d tels que, pour tout n € N*,

n®+2n® —4dn+1=a+bn+cn(n—1)+dn(n—1)(n—2).
(3) Conclure quant a la convergence de ) u,, et calculer sa somme.

Exercice 17. (Somme de la série harmonique alternée)

On pose, pour tout entier n > 1,

n (_1)k+1 /1 (1 o t)n
T = - t I = — _dt.
n Z k v € n 0 (1 +t)n+1

k=1
(1) En intégrant par parties, montrer que pour tout entier n > 1,
1
Lyy1=——1,.
n+1 n + 1 n

(2) Calculer Ij et en déduire I;.
(3) En déduire que, pour tout entier n > 1, T, = In(2) + (—1)""'1I,.
(4) Montrer que, pour tout n > 1,

1

n+1

0<1, <

(5) Conclure.
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10
Exercice 18. (D’aprés EML 2015) On considére I'application f: R — R,z — f(z) = 23¢”.

1
(1) Montrer que la série g ) converge. On note S sa somme.
n
n>1
(2) Montrer que
= 1 1
Vn € N*, S — < )
2 )| = e

(3) En déduire une fonction en Python qui calcule une valeur approchée de S a 107 prés.

Exercice 19. (Extrait de DM n°3, Automne 2019)
(1) Rappeler la formule de Taylor-Young, a 'ordre 2 au voisinage de 0.
(2) Soit f: t—In(1+1t)—t
(a) Donner le domaine de définition de f puis un équivalent de f(t) au voisinage de 0.
(b) En déduire la nature de la série Y -, f (£).
(3) On considére un nombre réel a > 0 et une suite a termes strictement positifs (uy)n>1
introduit alors les suites (w,,) et (¢,) définies, pour tout n € N*, par
= Untl _ 1+ 2, l, = In(nuy,).
U, n

On suppose que la série de terme général w,, est absolument convergente.

L. Wn
(a) Montrer la convergence des séries E w? et E —.
n
n>1 n>1

Wn,

(b) Vérifier que
1
En-i—l_gn:f(wn_g) +wn+af (_> .
n n

(c) Préciser
lim w, — —.
n——+oo n

a
puis la nature de la série Z f <wn — —).
n>1 n

(d) En déduire la nature de la série Z(an —Lp).

n>1
(e) Que peut-on en déduire & propos de la suite (£,)7
(f) Conclure qu’il existe une constante A > 0 telle que

A

Uy ~  —.
n—+oo N

(4) Application. On considére la suite (u,,) définie, pour n > 1 par

2k
Up = :
(a) Expliciter uy, ug, us.
(b) Déterminer la nature de la série D, - up.
ok

Exercice 20. On cherche ’ensemble des couples (a, b) € (Ri)z tels que la série Z o0

gente.
(1) Montrer que si 0 < a < b, alors la série est convergente.

(2) On considére 0 < b < a.
(a) Traiter les cas b < 1let b= 1.

(b) Que se passe-t-il pour b > 17

soit conver-
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Exercice 21. (D’aprés ECRICOME 1997) Soit « est un réel strictement positif. Pour tout n € N

on pose

n!
up () = —.

[ (e+k)

k=0
(1) (a) Montrer que la suite (u,) est monotone et convergente. On note ¢ («) sa limite.
(b) Que peut-on déduire pour la série de terme général (u, (o) — up11 () 7
(¢) On suppose que ¢ («) est non nulle. Démontrer que
al (a)

Up (@) — Upyq (@) W T

(d) Déduire de ce qui précede que ¢ (o) = 0.

(2) Dans cette question : « €]0,1].
(a) Montrer que

1
VneN, u, (a) > :
n+ o

(b) Quelle est la nature de la série de terme général u, (a) 7

Exercice 22. On considére la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = 2xe®.

(1) Montrer que f réalise une bijection de [0; 1] sur un ensemble que I'on déterminera. On note f~*

sa bijection réciproque. Donner les tableaux de variations de f et de f~!.
(2) Vérifier qu'il existe un unique nombre « € [0; 1] tel que ce® = 1. Montrer que « # 0.
(3) Montrer, par récurrence, que la suite (u,) définie par

Uo = «
Unr1 = [N uy), n > 0.

est bien définie (i.e. que u, existe pour tout entier n) et que u,, €]0;1].
(4) Montrer que, pour tout x € [0;1], f(z) —x > 0 et que I’égalité ne se produit que pour x = 0.
(5) En déduire la monotonie de la suite (u,), puis qu’elle converge. On précisera sa limite.
(6) On s’intéresse alors a la série de terme général u,, dont on note (.5,,) la suite des sommes partielles.

(a) Montrer que, pour tout entier n, u, 1 = Qune_“"“.
(b) En déduire, par récurrence, que pour tout entier n,
e 5n
Un =

(c) A laide du critére de comparaison, montrer que la série > wu, converge. On mnote L sa
somme. Montrer que a < L < 2.
(d) Montrer finalement que
oL
Uy ~ on n — 400.

Exercice 23. (**Extrait de DS n°2, Automne 2019)

Partie I - Etude d’une suite récurrente

On considére une suite (u,) définie par son premier terme ug > 0 et la relation de récurrence
2

u
Vn € N, Uppl] = ——.
n+1 n+ 1
On introduit également la suite (v,) définie, pour tout n € N, par
In(u
Uy = ( n)
2n

(1) Montrer que, pour tout n € N, w,, > 0. En déduire que la suite (v,,) est bien définie.
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(2) Trouver un réel g €]0; 1] tel que
In(n)

= o(q"), n — +oo.
En déduire que la série >, -, h;(,f ) converge. Dans toute la suite, on note

X In(k
UZ_Z 2<k)

k=1

(3) (a) Pour tout entier k > 1, exprimer v, — vx_; en fonction de k.
(b) Déterminer alors la nature de la série ;- (vg — vg—1).

4

(

(

(c) En déduire la convergence de la suite (v,) et exprimer sa limite ¢ en fonction de wug et o.

g

(4) On suppose dans cette question que ug # e °.
a) En distinguant les cas ug < €7 et ug > e 7, déterminer le signe de /.
b) En déduire la limite de la suite (In(u,)) puis le comportement en +oo de u,,.

g

(5) On suppose dans cette question que uy = e °.
(a) Vérifier que, pour tout n € N,

+o0o
In(k)
Un = Z ok
k=n+1
(b) Montrer alors que, pour tout n € N,
In(n+1)

In(u,) >
() = S

(c) Déterminer alors lim .
n—+oo

Partie II - Approximation de o

(6) (a) Montrer que, pour tout z € R, In(z) < .
(b) Soient m,n € N*, avec m > n + 1. Déterminer

1 n+1 m—n 1 k—1 1n m—n 1 k
i — kIl = 1 li — — .
dm (5) xXk(3) e mon(5) <X (5)

(¢) En déduire que

+oo
. In(k)  n+2
Vn € N¥, E o < TR
k=n+1
(7) Montrer alors que
+oo

. Z In(k) n+ 2
e U_<_k:n+1 2" > : 2

(8) Ecrire alors une fonction Python approx(eps) prenant en argument un réel eps et renvoyant
une approximation de o a eps preés.
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