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Chapitre 6. Réduction des matrices carées

Introduction

Dans différents exercices d’algébre linéaire, on a déja pu observer qu'un endomorphisme pouvait étre
représenté, dans des bases différentes, par des matrices différentes et dans certains cas des matrices plus
"simples" ou plus "pratiques" pour le calcul, notamment par des matrices diagonales.

En effet, si A et D représentent un méme endomorphisme f (défini sur un espace E de dimension n)
dans deux bases différentes, notées respectivement B; et Bs, alors les matrices A et D sont semblables,
le lien entre les deux matrices fait intervenir la matrice de passage P = Pg, 5,

A= PDP!

ce qui impliqud] alors que, pour tout k € N (et méme k € Z si f est un automorphisme ou de maniére
équivalence si A est inversible)

A" = PD* P!
et si D est diagonale, ses puissances se calculent trés facilement
M 0O - 0 )\lf 0O --- 0
0O X --- 0 0O XN ... 0
-, 7 | == :
0 - - A\, 0 - .- )\Z

L’objectif de ce chapitre est, partant d’'une matrice carrée A de taille n, de trouver, si possible, une
base de M,, 1(R) (et donc une matrice de passage P) de sorte que P~'AP soit une matrice diagonale.

On peut procéder par analyse du probléme; si By = {1, €a, ..., €, } est la base dans laquelle la matrice de
f est la matrice diagonale D ci-dessus, alors, par définition de ce qu’est la matrice d'un endomorphisme
dans une base, on a , pour tout i € {1,2,...,n},

f(@) = )\261
Ainsi, un vecteur d’une base dans laquelle I'endomorphisme est représenté par une matrice diagonale
est nécessairement envoyé sur un multiple de lui-méme.

Adoptant un point de vue matriciel, il revient donc & chercher des valeurs A réelles et des vecteurs
X € M,,1(R) non nuls de sorte que
AX = )X.

1 Autrement dit, pour quelles valeurs de \ a-t-on
Ker(A — \I) # {0}?

Ipar une récurrence qu’il faut savoir faire



2 Réduction.

1 Eléménents propres d’une matrice.

1.1 Généralités
Dans toute la suite, A désigne une matrice (carrée) de M, (R) et I = [,, désigne la matrice identité.
~

Eléments propres d’une matrice carrée.

e Un réel X est appelé valeur propre de A s'il existe un vecteur (colonne) non nul X € M, ;(R)
tel que AX = \X.

e Le vecteur (colonne) X est appelée vecteur propre de A associée a la valeur propre \.

e L’ensemble des valeurs propres de A s’appelle le spectre de A et se note Sp(A).

e Si \ est une valeur propre de A, le sous-espace F)(A) = Ker(A — AI) est appelé sous-espace
propre de A associé a \.

\. J

Propriété \

Soient A € M,,(R) et A € R. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) A est valeur propre de A;

(ii) Il existe un vecteur non nul X € M, ;(R) telle que AX = \X;
(iii) Ker(A — A1) # {0};

(iv) La matrice A — Al n’est pas inversible.

\. J

~

En particulier, le fait que A soit inversible est équivalent au fait que 0 ne soit pas valeur propre.

\. J

1 Pour trouver les valeurs propres, il s’agit donc de résoudre un systéme a paramétre AX = A\X, ou
de faire un pivot de Gauss sur la matrice A — Al jusqu’a l'obtention d’une matrice triangulaire.

En effet, les opération sur les lignes préservent l'inversibilité et on dispose d’une caractérisation de
I'inversibilité pour les matrices triangulaires.

On peut trouver les éléments propres (valeurs propres et matrice de passage vers une base de vecteurs
propres) avec la commande eig( ) de la bibliothéque numpy.linalg . Le premier argument renvoyé
est la liste des valeurs propres (réelles ou... complexes).

import numpy as np
import numpy.linalg as LA

A=[[1, O, -11, [1,2,1], [2, 2,3]]
print (LA.eig(A))

(array([2., 3., 1.]), array([[-6.66666667e-01, -4.08248290e-01, 7.07106781e-01], [
3.33333333e-01, 4.08248290e-01, -7.07106781e-01], [ 6.66666667e-01, 8.16496581e-01,
5.19864223e-1611))
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1 0 —1
En particulier, on conclut que,si A= |1 2 1 |, alors Sp(A4) ={1,2,3}.
2 2 3
Vérifions cela par le calcul.
1—A 0 —1
A valeur propre de A <= 1 2—A 1 non inversible
2 2 3—A
1 2—A 1
= 2 23— A| non inversible
1—A 0 —1
1 2—A 1
<~ |0 2(A—1) 1 — X ]| non inversible
0 A=12=-X A=2
1 2= 1
<~ [0 2(A—1) 1—A non inversible
0 0 (A=2)(3=))

<= A=1lould=20ur=3

Donc, on a bien,

Sp(A) = {1,2, 3.

Exercice 1. Déterminer les valeurs propres de la matrice A = ( 1 _1).

Spectre d’une matrice triangulaire.

Si A € M,(R) est triangulaire (supérieure ou inférieure), alors son spectre est ’ensemble de ses
éléments diagonaux.

Propriété

Matrices semblables et éléments propres.

Considérons A et B deux matrices semblables. Alors

Sp(A) = Sp(B).

En revanche, un vecteur propre de A n’est a priori pas un vecteur propre de B.

Preuve. Comme A et B sont semblables, il existe une matrice P inversible telle que A = P~'BP ou
encore B = PAP~!. 1l suit que

A valeur propre de A <= A — A\l non inversible
<= P(A—X)P " non inversible
<= PAP~' — \I non inversible
<= B — Al non inversible
<~

A valeur propre de B
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1.2 Le cas particulier des matrices 2 x 2

Pour les matrices 2 x 2, on dispose, grace au déterminant, d’'une caractérisation de l'inversibilité. Ceci
permet de trouver rapidement une équation dont les valeurs propres seront les solutions. Sans passer
par le systéme & paramétre.

A connaitre sur le bout des doigts \

Spectre d’une matrice 2 x 2.

Soit M = (a b). Alors,
c d

A valeur propre de M <= M — AI non inversible
< det(M —X)=0
— M—(a+dA+ad—bc=0

Exercice 2. Déterminer le spectre de M = (% ;)

1.3 Concaténation de vecteurs propres

Propriété \

Principe de concaténation.
Une concaténation de familles libres de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes
forme une famille libre.

Ceci signifie que, si F; est une famille libre de E),(A), alors la famille F = | J, F; est une famille libre.

\. J

En particulier, si on forme une famille de vecteurs en prenant un vecteur propre par valeur propre, la
famille obtenue est libre. Ceci a notamment pour conséquence le résultat suivant

Propriété

Soit A € M,,(R). Alors,

card(Sp(A)) < n.
Une matrice de taille n admet au plus n valeurs propres distinctes.

2 0 4
Exercice 3. Soient la matrice A = |3 —4 12| et les vecteurs colonnes
1 -2 5
—4 4 2
X1 = 3 y X2 = 0 s et X3 = 1
2 -1 0

Calculer AX;, AX; et AX3. En déduire Sp(A).
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2 Polyndémes et valeurs propres

Propriété \

Polynomes et valeurs propres.

Soient A € M,,(R) et P un polynome. Alors,

(i) Si A € Sp(A) et X vecteur propre associé a A, alors P(A)X = P(\)X.
(ii) Toute valeur propre de A est racine de tout polynéme annulateur de A.
(iii) Si P est un polynome annulateur de A alors

Sp(A) Cc {x e R: P(z) = 0}.

A connaitre sur le bout des doigts

La derniére propriété est cruciale. Elle signifie que, si 'on dispose d’un
polynéme annulateur (souvent donné dans les énoncés d’exercices), les valeurs
propres sont & chercher parmi ’ensemble des racines du polynéme.

On évite grace a cela la résolution du systéme a paramétre !

Attention. En revanche, un polynéme annulateur (de A) pourrait avoir une
racine qui n’est pas valeur propre de A.

\. J

Exercice 4. On considére la matrice A = (_01 (1))

(1) Calculer A2
(2) En déduire que Sp(A) = 0.

0 1 2
Exercice 5. (D’aprés ECRICOME 2017). On considére la matrice A= | -1 2 2
-3 3 1

(1) Calculer (A — I)? puis (A — I)®. En déduire un polynéme annulateur de A.
(2) Déterminer le spectre de A.

3 Matrices diagonalisables

Une matrice A € M,(R) est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale.
Autrement dit, s'il existe une matrice P € M,,(R) inversible telle que P~' AP soit diagonale.

A connaitre sur le bout des doigts \

i Diagonaliser une matrice A, c’est trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D
telles que D = P~1AP.

Pour cela, on prendra pour P une matrice dont les colonnes seront, si c’est possible, des vecteurs
propres de A formant une base de M,,(R).
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1 1 1
Exercice 6. On considére la matrice A= 0 0o -1
-2 -2 -1
(1) Vérifier que A% = A.
(2) Diagonaliser A.
Exercice 7. On considére la matrice
1 1 11
2 2 2 2
M = 3 333
4 4 4 4

(1) Vérifier que 10 est valeur propre de M.
(2) Diagonaliser M.

Exercice 8. Montrer qu’une matrice triangulaire supérieure M dont tous les éléments diagonaux sont
tous égaux (a \) est diagonalisable si et seulement si M = AI.

4 Matrices symétriques

On rappelle qu’une matrice carrée A € M, (R) est dite symétrique si elle est égale a sa transposée:
A=A

Dans le cas des matrices symétriques, on peut conclure en citant le résultat ci-dessous et sans autre
forme de proces.

Propriété

Toute matrice symétrique est diagonalisable.

5 Application(s)

Une des applications principale de la diagonalisation est le calcul des puissances d’une matrice qu’on
peut étre notamment amené a vouloir calculer dans le cadre de suites récurrentes croisées.

Exercice 9. (Inspiré de EML 1993) On considére la matrice

1 0 -1
A= 01 O
-1 2 1

(1) Calculer les valeurs propres de A. (On les notera Ay, Ay, A3 de sorte que \; < A < A3.) A est-elle
inversible 7

(2) Déterminer une base de chacun des sous-espaces propres de A.

(3) Expliciter une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que

A= PDP!

(4) Exprimer, pour n € N, explicitement la matrice A™.
(5) Application. On considére les suites (u,), (v,) et (w,) définies par la donnée de leurs premiers
termes ug, vg, wo et par les relations de récurrence

Uny1 = Up — Wy
Uny1 = Up
Wpt1 = —Up+ 20, + Wy

Exprimer le terme général, en fonction de n de chacune des trois suites.
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6 Sélection d’exercices - Travaux dirigés

Exercice 10. Déterminer le spectre de chacune des trois matrices suivantes ainsi que les sous-espaces
propres associés. Les matrices sont-elles diagonalisables? Préciser, le cas échéant, la matrice de passage
vers une base de vecteurs propres.

0 2 -1 0 3 2 1 0 0 6 00
A=13 -2 0|, B=|-2 5 2|, c=10 1 0], D=0 0 ¢ (0 € R).
-2 2 1 2 =30 1 -1 2 060
Exercice 11. On considére la matrice
01 11
1 01 1
U=11101
1 110

(1) Calculer U? et I'exprimer en fonction de U et 1.
(2) En déduire le spectre de U et une base de chaque sous-espace propre.

Exercice 12. Déterminer, selon la valeur de m le spectre de A.

-2 0 m -2 0 1+m
A=11 0 =2 0 , B=1]0 =2 0
0 0 —-2+4+m 0 0 —24+m

Exercice 13. Avoir 'avoir diagonalisée, calculer les puissances de A = (_31 _31)

Exercice 14. (D’aprés ECRICOME 2010) Dans tout ’exercice, on note B = (e, €2, e3) la base canon-
ique de M3 ;(R). Pour tout réel a, on considére la matrice

a+2 —(2a+1) a
M, = 1 0 0
0 1 0

ainsi que la fonction polynémiale () qui a tout réel x associe le réel :
Qx)=2*—(a+2)2* +(2a+ 1)z —a.
(1) Recherche des valeurs propres de M,.

(a) Montrer que
A€ Sp(M,) <= Q(\) =0.
(b) Vérifier que le réel A = 1 est racine de Q.
(c) En déduire les racines de @) ainsi que leur nombre en fonction de a.
(d) Lorsque a = 1, la matrice M; est-il diagonalisable 7

(2) Réduction de la matrice M,,.

On suppose a # 1. Soit B’ = (€}, €}, ¢4) la famille de vecteurs définie par

¢, = a’e; + aes + e3

6/2:61+€2+63
ey = 2e1 + €9

(a) Prouver que B’ est une base de M3 ;(R). On note P, la matrice de passage de la base B a
la base B'.

(b) Montrer que €} est un vecteur propre de M,.

(c) Expliciter la matrice T, = P, ' M, P.



8 Réduction.

(d) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :
a® 0 0
"= 0
0

a

(3) Etude d’une suite récurrente linéaire.

Soit (u,) la suite de nombres réels définie par ses premiers termes ug = 1, u; = —1, ug = 0 et
par la relation de récurrence suivante :

Upts = AUpio — DUpy1 + 2Uy,.

(a) Veérifier que pour tout entier naturel n :

Un+3 Un 42
Unto | = Ma | Unsa
Un+1 Un
Un 42 U2
(b) Etablir par récurrence que pour tout entier naturel n, | upy1 | = BTo Pyt [ wy
Unp Up

(c) Donner I'expression P, ' puis exprimer u,, en fonction de n.
(d) La suite (uy,),cy est-elle convergente ?

Exercice 15. (D’aprés EML 2007) On considére la matrice carrée d’ordre trois suivante :

0 1/2 1/2
A=11/2 0 1/2
1/2 1/2 0

(1) Montrer, sans calcul, que A est diagonalisable.

(2) Calculer 443 — 3A. En déduire un polynéme P annulateur de A.

(3) Calculer P(1). En déduire une racine de P puis, par division euclidienne de P par X — 1 les
autres racines de P.

(4) Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible et symétrique P, de premiére ligne
(1 1 1) et de deuxiéme ligne (1 —1 0), telles que A = P D P~!. Calculer P71,

(5) Déterminer, pour tout n € N*| la matrice A" par ses éléments.

(6) Soient ug, vy, wp trois nombres réels positifs ou nuls tels que ug + vo + wp = 1. On note

Uo Un
Xo=1wv |, et YneN, X,=|wv,
Wo Wn,

la matrice colonne définie par la relation de récurrence : X, = A X,,_1.

(a) Montrer, pour tout n € N: X,, = A" X,
(b) En déduire, pour tout n € N :

( 1+ 1 1\"
Uy = = Uy — = ——
3 07 3 2

v—l—l— v—l _1”
"3 073 2

1, 1 "
RV AE
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(c) Déterminer les limites respectives u, v, w de w,, v,, w, lorsque le nombre entier n tend
vers l'infini.

On note, pour tout n € N

o =\ (1t — 1) + (10— 0)* + (1w, — W)™

(d) Montrer, pour tout n € N: d,, < o=t

(e) Déterminer un entier naturel n tel que : d,, < 1072

Exercice 16. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Etant données deux matrices A et B de M, (R), le
but de I'exercice est de comparer le spectre des matrices AB et BA et d’étudier leur diagonalisabilité.

(1) Un exemple. On considére les matrices de M3(R) suivantes :

2 0 O 1 00 1 0 0 1 00
A=101 -1), B=|01 1), C=1(01 -1 et D=0 10
01 2 0 01 00 0 010

Les matrices A et B sont-elles inversibles ?

alculer AB et BA.

ustifier sans aucun calcul que les matrices AB et BA sont diagonalisables.
éterminer le spectre de la matrice BA a l’aide du pivot de gauss.

érifier que les matrices AB et BA ont méme spectre.

P!

< U

) Les matrices C' et D sont-elles inversibles 7
(ii) Calculer CD et DC.
(iii) Montrer que le polynome P(X) = X3 — X? est un polynome annulateur de DC.
) En déduire le spectre de la matrice DC.
)
)

(2) Cas général. On considére deux matrices A et B inversibles de M, (R).

(a) Soit A une valeur propre de la matrice AB et X un vecteur propre associé.
(i) Montrer que la matrice AB est inversible puis en déduire, en le justifiant, que A # 0.
(ii) Montrer que le vecteur BX est non nul.
(iii) Montrer que le vecteur BX est un vecteur propre de la matrice BA associé a la valeur
propre A.

(b) En déduire que Sp(AB) C Sp(BA) puis conclure, sans aucun calcul supplémentaire, que les
matrices AB et BA ont méme spectre.
(¢) On rappelle que les matrices A et B sont inversibles.
On va montrer dans cette question que si AB est diagonalisable alors BA est diagonalisable.
On suppose donc que AB est diagonalisable et on note (X, Xo, ..., X,) une base de vecteurs
propres de AB.
(i) Montrer que la famille (BX;, BXs, ..., BX,,) est libre.
(ii) En déduire, en utilisant la question de cette partie, que BA est diagonalisable.

(d) Justifier, sans aucun calcul supplémentaire, que si BA est diagonalisable alors AB est diag-
onalisable.

(e) On a montré dans cette partie, que lorsque les matrices A et B sont inversibles, alors
Sp(AB) = Sp(BA) et de plus, AB est diagonalisable si et seulement si BA est diagonalisable.
Ce résultat est-il toujours valable lorsque les matrices A et B ne sont pas inversibles 7
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Exercice 17. Soient m > 0 et

0 1/m 1/m?
M=|m 0 1/m
m?  m 0

(1) Exprimer M? en fonction de M et I3.
(2) En déduire les valeurs propres de M et les sous-espaces propres associés.

Exercice 18. (Extrait de ESSEC II 2016) Soit p €]0; 1[. Diagonaliser la matrice M = (11) L Bp)
Exercice 19. On dispose de deux jetons A et B que 'on peut placer dans deux cases Cy et (1, et
d’un dispositif permettant de tirer au hasard et de maniére équiprobable, 'une des lettre a, b ou c.
Au début de I'expérience, les deux jetons sont placés dans Cjy. On procéde alors a une série de tirages
indépendants de 1'une des trois lettres a, b ou c.

A la suite de chaque tirage, on effectue 'opération suivante

e Si on tire la lettre a, on change le jeton A de case;
e Si on tire la lettre b, on change le jeton B de case;
e Si on tire la lettre ¢, les positions des deux jetons restent inchangées.

On introduit les variables X, (respectivement Y;,) qui valent 0 si a I'issue de la n—iéme expérience, le
jeton A (resp. le jeton B) est dans la case Cy et 1 si il est dans la case C}.
Naturellement, Xy =Y, = 0.

2 1

1 2)

(a) Justifier que M est diagonalisable.

(b) Déterminer les valeurs propres de M et une matrice P € My(R) inversible telle que P~'M P
soit, diagonale.

(c¢) En déduire I'expression de M", pour n € N*.

(1) On introduit la matrice M =

(2) (a) Déterminer la loi de Xj.
(b) A T'aide d’un systéme complet d’événements & préciser, déterminer ensuite une matrice

telle que
(X1 =0)) _ o (P(X,=0)
PX,;1=1)) P(X,=1))"
(c) Expliciter Q", pour n € N*.
(d) En déduire la loi de X,.

Exercice 20. Soit B = (_65 _32>

(1) Diagonaliser B.
(2) Déterminer une matrice A telle que A% = B.

Bonus : Exponentielle de Matrice

Partie 1 : Réduction d’une matrice carrée

2 =2 2
On considére la matrice carrée A = 1 1 2
-2 0 =3

(1) On fournit le code Python dont le résultat de l'exécution est fourni ci-apreés.
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import numpy as np

import numpy.linalg as al

A=np.array([[2,-2,2], [1, 1, 2], [-2, O, -311)
print (al.matrix_power (A,

3))

> > >

(r2, -2, 21,
[1, 1, 21,

[-2, 0, -3]1]

(a) Déduire de I'affichage Python ci-dessus une égalité entre deux matrices.
(b) Quelles sont alors les seules valeurs propres possibles de A?

(2) Déterminer le spectre de A.

(3) Déterminer une matrice D diagonale dont les coefficients sont rangés dans 'ordre croissant et
une matrice P inversible de premiére ligne (2 3 —2) telles que A = PDPL.
(4) Montrer que, pour tout entier k > 0, on a A* = PDFP~1,

Partie 2 : Exponentielle d’une matrice carrée

Si (an), (bn), (cn), (dn), (en), (fn),(gn), (hn), (i,) désignent neuf suites convergentes, de limites respec-
tives a,b,c,d, e, f,g,h,1, et si (M,,) est une suite de matrices de M3(R) définie par

an, b, ¢,
M, n — dn €n f n |
Gn hn 0

Z'n,
on dit que la suite de matrices (M,) admet une limite coefficient par coefficient, et on note

a b c

lim M,=1|d e f
n—-+o0o .
g h i

Si M € M3(R), on pose, pour tout entier naturel n

"1
Sn(M):ZEM’“.
k=0

Lorsque (S,(M)) admet une limite coefficient par coefficient, on note e™ cette limite.

(5) Deux premiers résultats théoriques. On utilisera les notations du préambule de cette partie pour
les démonstrations.

(a) Soit M € M3(R) et soit (a,) une suite réelle convergente, de limite £. Montrer que la suite
de matrices (a,, M) admet une limite coefficient par coefficient et que

lim o,M =/¢M

n—-+00

(b) Soient (M,) et (M) deux suites de matrices de M3(R) qui admettent chacune une limite
coefficient par coefficient, notées respectivement M et M'.

Montrer que la suite de matrices (M, M) admet une limite coefficient par coefficient et que

lim M, M. = MM

n—-+00
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a 0 0 e 0 0
(6) Montrer que, si D = | 0 b 0| est diagonale, alors e” existe et vaut e = [ 0 e 0
0 0 ¢ 0 0 e

(7) Dans cette question, la matrice M est donnée par M =

o O O
OO =
O = =

(a) Calculer M? et M? puis, pour tout entier k supérieur ou égal a 3, déterminer MP*.
(b) Donner, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, 'expression de S, (M). En déduire
I'existence et I’expression de la matrice eM.

(8) Dans cette question, la matrice M est donnée par M =

—_ = =
—_ = =
—_ = =

(a) Calculer M?.
(b) A l'aide d’un raisonnement par récurrence, déterminer pour tout k& de N I'expression de M*

en fonction de k.
(c) Etablir, pour tout entier naturel n, ’égalité suivante

(9) Dans cette question, on considére la matrice A de la Partie 1 et on fixe un réel ¢.

(a) Déduire de la Question que, pour tout n € N,
S, (tA) = PS,(tD)P™!

(b) Conclure que e existe et en donner une expression sous la forme e'4 = PA(t)P~L.
On explicitera la matrice A(t) sous forme de tableau matriciel en fonction de ¢.

En généralisant ce résultat, on montre alors que l’exponentielle d’une matrice diagonalisable est
une matrice diagonalisable (on ne demande pas de le faire).
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