Math ECG 2. 20232

Mathématiques Appliquées - F. Gaunard
http://frederic.gaunard.com
ENC Bessiéres, Paris 17e.

Quinzaine de colle n°3
Période du 09/10 au 20/10

Semaine du 09/10 au 14/10

Programme

e Chapitre 4 : Equivalents et DL. Intégralité

e Chapitre 5 : Séries. Intégralité. On fera la part belle a l'obtention de relation de négligeabilité
et/ou d’équivalents pour appliquer les critéres de convergence.

e Si possible on posera un exercice de probabilités (discrétes) avec des calculs d’espérance faisant
intervenir des séries (et une petite simulation Python pour toujours rester performant).

Questions de cours

e Formule de Taylor-Young & ’ordre 2 pour une fonction de classe C? au voisinage de 0. Développe-
ments limités usuels.
Extension de la formule a un point a quelconque (au voisinage duquel f est de classe C?).

e Montrer que la fonction f définie ci-dessous est de classe C! sur son ensemble de définition, ol

re ”

Vz € R, f(z) = 1—e
1

siz#£0

, six=0

e Enoncés des critéres de convergence pour des séries & termes positifs.

SRR 7 1 Boode
e Montrer que, pour tout £ € N tel que £ > 3, on a < < —_—.
p o tln(t) = kln(k) w1 t1n(t)
~ 1
En déduire un équivalent (lorsque n — +00) de Fn(k) (et la nature de la série correspon-
n
k=3

dante).

Suggestion d’exercices

(1) Justifier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme.

, n(n—1 .. 2" n®+n
(i) Z% (ii) Zm (iii) Z +

|
n>0 n>0 n>0 n:




(2) Pour chacune des séries suivantes, préciser la nature et calculer la somme en cas de série conver-

gente:
0T wE() . @S (ErFr)
(iv) ;0% () ;”tﬂ (vi) ;nln (1%ﬁ)

(3) Montrer que la série ———— converge.
TLZZI 712 + \/ﬁ

(4) Montrer que

n—-+0o

LT (3

et en déduire la convergence de la série

S VI vE

n>1
(5) Montrer la convergence de la série E Wy, OU Wy, =277 R
n>0 k=0

(6) On définit une variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que

P(in)zaln( Lt ),

1+ 2

ol a est un réel. On noter |z] la partie entiére d'un réel z.
(a) Déterminer la valeur de a.
(b) Montrer que, lorsque n — 400,

142 2
hl 3 N—2

(c) X admet-elle une espérance ? Une variance ?
(d) (Khubes) On considére une variable aléatoire U suivant une loi uniforme ¢([0; 1[) et on pose

2
YZ{WJ-

Montrer que X et Y ont la méme loi.
(e) Proposer une fonction Python nommée simul_X( ) renvoyant une simulation de X.

1"
(7) Déterminer la nature de la série Z (n + ) :

n
n>1

(8) Reégle de d’Alembert. On considére une suite a termes positifs (u,) telle que

Un+1
sy

Un n—-+o0o
Alors,
e si /< 1, la série ) u, converge.
e si ¢ > 1, lasérie Y u, diverge.

(a) En admettant temporairement cette régle, démontrer, pour tout x € R, la convergence de
la série exponentielle de paramétre x.
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(b) Méme question avec la série de terme général u, = —.

n
(c) Démonstration du critére. On suppose ¢ > 1. Montrer alors que u,, ne tend pas vers 0.
On suppose ensuite £ < 1. Montrer qu’il existe un rang ny et un réel ¢ €]0; 1] tels que, pour
tout n > ng, on a u, < ¢" " "u,,. Conclure.

Semaine du 16/10 au 20/10

Programme

e Chapitre 5 : Séries. Intégralité.
e Chapitre 6 : Réduction. Intégralité.
e Reprise du DS n°2.

Questions de cours

e Enoncés des critéres de convergence pour des séries & termes positifs.

Mont tout k € N tel que k > 3 /k+1 @ 1 </k d
) ontrer que our tou € ue on a .
qaue, dHe =2 . tln(t) = kIn(k) = Juy tIn(t)

En déduire un équivalent (lorsque n — +o00) de Z
k=3

(et la nature de la série correspon-

kln(k)
dante).

e Eléments propres d’une matrice carrée. Définitions. Lien entre spectre et polynéme annulateur.

1

e Diagonaliser la matrice M = ( 1 _11> En déduire I'expression de M™ pour tout n € N.

Suggestion d’exercices

N DO DN

1 1
(1) Soit la matrice B = |1 1
1 1
(a) Montrer que 4 est valeur propre de B et donner une base de ’espace propre Ej.
(b) Déterminer sans calculs une autre valeur propre de B et donner une base de 'espace propre
associé.

(2) Déterminer les valeurs propres des matrices suivantes, ainsi qu'une base des sous-espaces propres
associés. Ces matrices sont-elles inversibles?

(a) A= (L2 1 -1 0 2 1 —2
=\2 1 b B=[0 2 -2 c=[2 -1 -4
0 0 3 -1 1 3
0 -1 1
(3) Soit a € R. On considére la matrice M, = a 0 -1
-a 1 0

(a) En différenciant les cas a = 0 et a # 0, montrer que 0 est valeur propre de M, est expliciter
une base du sous-espace propre associé.

(b) Calculer M (M2 + (2a + 1)I).

(c) Montrer que, si a > —1/2, alors Sp(M,) = {0}.
La matrice est-elle diagonalisable dans ce cas ?

(d) On prend a < —1/2. Montrer que I'équation z? + (2a + 1) = 0 admet deux solutions
distinctes notées A\; et As.


http://frederic.gaunard.com/2324/DS2.pdf

(e) Montrer que, pour tous z,y,z € R :
eM?+yM, + 2l =0<=r=y=2=0.

(f) Montrer par I'absurde que ni M, — A\;I ni M, — A\oI ne sont inversibles. Conclure quant au
spectre de M,. La matrice est-elle diagonalisable?

(4) Déterminer, selon la valeur de m le spectre puis le caractére diagonalisable de A.

-2 0 m -2 0 1+4+m
A=lo0o == o |, B=|lo0o —2 0
0 0 —-24m 0 0 —-24m
1 0 0
(5) On considére la matrice A= [ -2 3 —2
11 0

(a) Déterminer un polynéme annulateur de A qui soit de degré 2.

(b) En déduire les deux valeurs propres possibles \; et Ay de A (avec \; < Ag).

(c) Verifier que A\ et Ag sont bien des valeurs propres de A et donner une base de chacun des
sous-espaces propres associés.

(d) Donner une base (X7, X, X3) de M3 1(R) formée de vecteurs propres de A. On choisira ces
vecteurs de fagon que leurs composantes soient des entiers naturels les plus petits possible, la
derniére composante de X; et la premiére de X3 étant nulles. Former la matrice de passage
P de la base canonique vers cette base. Que vaut P~tAP?

(e) Calculer, pour n € N, A™.



