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Dans tout ce probléme, K désigne R ou C, et E est un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

On note 0 'endomorphisme nul de F et Id ’endomorphisme identité.
Pour n € N et f endomorphisme de F, on définit par récurrence I’endomorphisme f™ par : f° = Id et, pour tout n € N,

[ = fofm

Un endomorphisme f de E est dit nilpotent si et seulement s’il existe n € N* tel que f™ = 0. Notons qu’alors, pour tout
entier p > n, on a fP =0.

L’objet du probléme est ’étude de quelques propriétés des endomorphismes nilpotents.

Partie | : Deux exemples

1. Dans cette question (et celle la seulement), on prend E = K3 et pour tout u = (x,y,2) € K3 on pose
pu)=(-2r+y, -3x+y+z, —x+2).

a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de K3.
b. Justifier que ¢? (u) = (x —y + 2) - v, ot v = (1,2, 1).
c. En déduire que ¢ est nilpotent.

2. Dans cette question, et celle 1a seulement, on prend E = K,, [X] avec n € N* fixé, et on définit, pour tout P € E,
A(PX))=P(X+1)—P(X).
a. Montrer que A est un endomorphisme de K,, [X].

m—1
X(X -1 1
(7)7 et plus généralement, P, = — H (X — k) pour tout m € N*.
2! m!

T k=0

Onpose Php=1, P =X, P, =

Justifier que B, = (Py, Py, ..., P,) est une base de K, [X].
Calculer A (Py) pour tout k € [0, n].

En déduire le rang de A, puis déterminer Ker(A) et Im(A).
Etablir que A est un endomorphisme nilpotent.

® o T

Partie Il : Propriétés générales

3. Soit p un projecteur de F.

a. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que p soit nilpotent.
b. Une symétrie de F peut-elle étre nilpotente 7

4. Soient f et g deux endomorphismes de E.

a. Montrer que si f est nilpotent et que f et g commutent alors f o g est nilpotent.
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b

. Etablir que si f o g est nilpotent alors g o f est nilpotent.

5. Soit f un endomorphisme nilpotent de F.

a
b

. Montrer que ’endomorphisme Id — f est inversible.
. Justifier 'existence d’un plus petit entier n € N* tel que f™ = 0.
Cet entier est appelé U'indice de nilpotence de 'endomorphisme nilpotent f, et on le note v(f).

6. Soit f un endomorphisme nilpotent de E, et v(f) son indice de nilpotence. Pour tout p € N, on pose N,, = Ker(f?).

a

b
c
d

. Déterminer N, g).

. Montrer que pour tout p € N, N, C Np11.

. Montrer que s’il existe p € N tel que dim(N,) = dim(N,41), alors N, = N4, pour tout ¢ € N.
. En déduire que v(f) < dim E.

Partie Ill : Commutant d’'un endomorphisme nilpotent maximal

Dans cette partie, on note n = dim(FE), et on considére un endomorphisme f nilpotent tel que v (f) = n (il est alors dit
mazximal), et on note C(f) Pensemble des endomorphismes de E commutant avec f.

7. Montrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L (F).

8. Soit g € C(f).

a
b.
c.

d.

a
b.

. Justifier qu’il existe zg € E tel que f"~!(zg) # Op.
Montrer que la famille de vecteurs B = (zq, f(2o),-.., " !(x0)) constitue une base de E.
On note ag, a1, ...,a,—1 € K les coordonnées du vecteur g(zy) dans la base B.

Exprimer, pour tout k € [0,n — 1], g ( fk(aso)) comme combinaison linéaire des vecteurs de B.
En déduire que ¢ = agld + a1 f + -+ an_1 f* L.

. Déduire de ce qui précede que C(f) = Vect(Id, f, f2,..., f*71).
Déterminer la dimension de C(f).

10. On considére de nouveau l’endomorphisme A de K,, [X] défini a la Question 2. de la Partie I., et on note D
lopérateur de dérivation dans K,, [X], défini pour tout polynéme P € K, [X] par D (P) = P'.

a
b

C

d

. Justifier que D est un endomorphisme nilpotent maximal de K,, [X].
. Montrer que A € C(D).

n
. En déduire qu’il existe des scalaires aqg, a1, ..., a, tels que A = E oD,
k=0
. Donner les valeurs de ag, aq, ..., qy.



